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Abstract In this paper, we associate to every p-adic représentation 
V a p-adic differential équation Dj-g(y), that is to say a module 
with a connection over the Robba ring. We do this via the theory of 
Fontaine's {ip, Iii-)-modules. 

This construction enables us to relate the theory of (99, /V)-modules 
to p-adic Hodge theory. We explain how to construct Dcris(l^) and 
Dst(F) from Djjg(y), which allows us to recognize semi-stable or 
crystalline représentations; the connection is then either unipotent 
or trivial on Bl-^{V)[l/t]. 

In gênerai, the connection has an infinité number of regular sin- 
gularities, but we show that V is de Rham if and only if those are ap- 
parent singularities. A structure theorem for modules over the Robba 
ring allows us to get rid of ail singularities at once, and to obtain a 
"classical" differential équation, with a Frobenius structure. A récent 
theorem of Y. André gives a complète description of the structure of 
such an object. This allows us to prove Fontaine's p-adic monodromy 
conjecture: every de Rham représentation is potentially semi-stable. 

As an application, we can extend to the case of arbitrary per- 
fect residue fields some results of Hyodo {H^ = Hj^), of Perrin-Riou 
(the semi-stability of ordinary représentations), of Colmez (absolutely 
crystalline représentations are of finite height), and of Bloch and Kato 
(if the weights of V are ^ 2, then Bloch-Kato's exponential expy is 
an isomorphism) . 



Mots-clé. Périodes p-adiques - représentations p-adiques ordinaires 
- semi-stables - cristallines - de de Rham - monodromie p-adique 
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- équations différentielles p-adiques - isocristaux surconvergents - 
théorie de Hodge p-adique 
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Introduction 

0.1. Généralités et notations 

Dans tout cet article k est un corps parfait de caractéristique p, et F 
est le corps des fractions de l'anneau des vecteurs de Witt à coeffi- 
cients dans k. Soit K une extension finie totalement ramifiée de -F, ce 
qui fait que le corps résiduel de Ok s'identifie à /c et que le corps K est 
complet pour la valuation Vp qui étend celle de F. Soit Cp le complété 
d'une clôture algébrique K de K. On s'intéressera aux représentations 
p-adiques V du groupe de Galois absolu Gk = Gsi\{K / K) c'est-à-dire 
aux Qp-espaces vectoriels de dimension finie d munis d'une action 
linéaire et continue de Gk- 



J-M. Fontaine a construit dans |24| une équivalence de catégories 
V ^ D(y) entre la catégorie de toutes les représentations de Gk 
et la catégorie des (99, /i<:)-modules étales (le foncteur inverse est 
noté D 1-^ V(L')). Un (99, Ix)-niodule est un espace vectoriel de 
dimension finie sur un corps local Bx de dimension 2 muni d'une 
action semi-linéaire d'un Frobenius et d'une action semi-linéaire de 
Fk commutant à celle de (p. Un tel module est étale si est de pente 
("unit root"). Le corps est isomorphe (non canoniquement) à 
l'anneau des séries X^fcez '^kT^ en l'indéterminée T où la suite est 
une suite bornée d'éléments de F et lim^^+^oo ^-fe = 0. L'action de (p 
et de Fk est assez compliquée en général mais si K est non-ramifié 
{K = F), alors on peut choisir T de telle sorte que (p{T) = {1+Fy — 1 
et 7(r) = (l-|-r)^('>') — 1 (x : Gk — > Z* est le caractère cyclotomique; 
dans le corps du texte, T est égal à un élément -kk construit via la 
théorie du corps des normes et l'action de p et de Fk provient d'une 
action naturelle; si K = F, on a tïk = tt = [e] — 1). 
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L'anneau est assez désagréable mais il contient l'anneau B]^ 
des séries sur convergentes, c'est-à-dire l'anneau des séries A{T) = 
Sfcgz ^kT^ où la suite est une suite bornée d'éléments de F et il 
existe r < 1 tel que la série A{T) converge sur une couronne non-vide 
du type {z G Cp,r < \z\ < 1}. Le théorème principal de Q est que 
tout {if, /V)-iiiodule étale provient par extension des scalaires d'un 
"module surconvergent" ; plus précisément on a le résultat suivant 

Théorème 0.1. Si D est un (ip, Fk) -module étale, alors l'ensemble 
des sous-^^j^ -modules libres de type fini stables par (p et F^ admet un 
plus grand élément et on a 

Le fait que l'ensemble des sous-B]^-modules libres de type fini stables 
par (p et Fk admet un plus grand élément est un résultat de Cher- 
bonnier et moyennant ce résultat, le théorème est énoncé dans Q 
de manière duale (via le foncteur D i-^ V(D)) sous la forme "toute 
représentation de Gk est surconvergente". Grâce à ce résultat, on va 
pouvoir tensoriser au-dessus de bJ^ avec l'anneau de Robba bJj^ ^ 
(apparaissant dans la théorie des équations différentielles p-adiques), 
constitué des séries A{T) = Ylikeï '^kT^ telles que G F et qu'il 
existe r < 1 tel que la série A[F) converge sur une couronne non- 
vide du type {z G Cp,r < \z\ < 1} (sans condition de croissance 
au voisinage de {z G Cp, \z\ = 1}). Ceci va nous permettre, si V 
est une représentation p-adique de Gx, d'une part de retrouver les 
invariants Dcris(^) et Dst(F) associés à V par la théorie de Hodge 
p-adique et, d'autre part, en utilisant l'action infinitésimale de Fk, 
d'associer à y un module à connexion Djjg(y) sur l'anneau de Robba 

^\igK- article rassemble un certain nombre de résultats que l'on 
peut obtenir via l'étude de ce module à connexion: caractérisation des 
représentations absolument cristallines, semi-stables, de de Rham et 
Cp-admissibles et démonstration de la conjecture de "monodromie 
p-adique" . 



0.2. Théorie de Hodge p-adique et {ip, Fk) -modules 

Soient bJ^^ ^ = Bjjg ^[log(r)] (anneau muni des actions évidentes 
de ip et de Fk), 

DÎig(^)=BÎig,^0Bt^Dt(y) et DLg(F)=B^_^®3t^Dt(y). 

Si V est une représentation p-adique de Gk, soient Dcris(V^), Dst(^) 
et D(iR(V^) les modules associés à V par la théorie de Hodge ^j-adique. 
Le premier résultat est que l'on peut retrouver ces modules 
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Théorème 0.2. Si V est une représentation p-adique de Gk, alors 

D3t(F) = (DLg(F)[l/t])^- et D„is(l^) = (Dt;g(F)[l/t])^-. 
De plus: 

1. siV est une représentation semi-stable, alors 

2. si V est une représentation cristalline, alors 

Dt(y) 03t^ Bl,^^j,[l/t] = D„is(V^) 0F BÎig,^[l/i] 

Dans l'énoncé ci-dessus le t qui apparaît est un élément de Bjjg ^ sur 
lequel Fk agit via 7(t) = x{l)i st tel que (p{t) = pt; si K = F, on a 

t = iog(i + r). 

Les modules DCTis(^) et Dst(l^) sont naturellement munis d'un 
Frobenius (p, d'un opérateur de monodromie N et d'une filtration. 
Le théorème précédent permet de retrouver les actions de ip et N, 
mais la recette permettant de retrouver la filtration est suffisament 
peu ragoûtante pour ne pas être explicitée dans cet article. 



Un corollaire du théorème 0.2 est le résultat suivant: 



Corollaire 0.3. Si V est une représentation cristalline de Gp, alors 
V est de hauteur finie. 

Ce résultat avait été conjecturé par Fontaine (voir [^,^]) et démontré 
par Colmez de manière très détournée (la démonstration utilisait 
deux versions [^,^ de la démonstration de la loi de réciprocité con- 
jecturée par Perrin-Riou p^) dans le cas d'un corps résiduel fini. La 
démonstration donnée dans cet article utilise à la place le théorème 
ci-dessus et un résultat d'analyse p-adique démontré par Kedlaya p2[ . 
Signalons que Benois |^] a par ailleurs démontré la loi de réciprocité 
de Perrin-Riou pour les représentations cristallines de hauteur finie ce 
qui, combiné avec le résultat ci-dessus, fournit une démonstration de 
cette loi de réciprocité dans le cas général, n'utilisant que la théorie 
des ((/?, /i4:)-modules, réalisant ainsi un programme de Fontaine. 



0.3. Structures différentielles sur les {(p, Fk) -modules et 
monodromie p-adique 

Soit 7 un élément de Fk assez proche de 1. La série qui définit log^^J^)) 
converge vers un opérateur différentiel V;si-fC = i<'onaV = log(l -t- 
T)(l + T)^. Si Bjjg"^ est l'anneau des séries convergeant sur la 
couronne {p^^/'^nrn ^ [^| ^ j^j (^^^ — ^K^o : Foo] et rn = {p — 
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alors V stabilise bJ-^"^ pour n assez grand et on dispose 
de plus de morphismes injectifs i„ : Bjjg"^ Kn[[t]] qui vérifient 
t„ G V = t-^ o Ln- Soit aussi d = t^^V; si X = F on a donc d = 
(l + T)^, c'est une autre dérivation de B^,- ^, qui est d'ailleurs une 

base du B^g ^-module de rang 1 des dérivations de Bj,-g ^ . 

Ce qui précède correspond au cas de la représentation triviale 
et, plus généralement, si V est une représentation p-adique de Gk 
et si 7 est un élément de assez proche de 1, la série qui définit 
log(7) / log(x(7)) converge vers un opérateur différentiel Vy de D^gCV^) 
au-dessus de B^jg^ muni de V. Plus précisément, si n est assez 

grand, Vy stabilise le sous-module oJïg" {V) ce qui permet d'associer 
à toute représentation p-adique de Gk un module différentiel sur une 
couronne. 

Une conséquence presque immédiate de 0.2 est le théorème suiv- 
ant: 

Théorème 0.4. Si V est une représentation p-adique, alors il existe 
n tel que la restriction de V à Gk(im „) est semi-stable (respective- 
ment cristalline) si et seulement si Vy est une connexion unipotente 
(respectivement triviale) sur Djjg(l/)[l/i] . 

Le module différentiel Djig(^) est à points singuliers réguliers, 
mais a une infinité de singularités dans la couronne; en effet la série 
log(l + T) s'annule en tous les C — !> où C est une racine d'ordre 
p" de 1. On n'est donc pas dans le cadre classique des équations 
différentielles p-adiques, mais si la représentation V est de de Rham, 
on peut supprime r les singularités et retomber sur un objet classique 
(voir le théorème ^]5| ci-dessous) . 

En localisant en C — 1 (où C est un racine primitive d'ordre 
de l'unité), ce qui revient à considérer l'application t„ : Dj;g"(F) 
(Bjj^ (g)Qp V)^'^ , on retombe sur le module différentiel considéré par 
Fontaine dans |25, chap. 3], ce qui permet en particulier de retrouver 
le module D^rCF) à partir du noyau de cette connexion, et de montrer 
que la représentation V est de de Rham si et seulement si Vy n'a que 
des singularités apparentes en les C — 1- H est donc naturel d'espérer 
que l'on peut supprimer toutes les singularités simultanément ou, 
ce qui revient au même, construire un sous-objet de rang maximal, 
stable par dv = t-^Vv- De fait, on a le résultat suivant: 

Théorème 0.5. Soit V une représentation de de Rham de Gk, dont 
les poids de Hodge-Tate sont négatifs. Alors il existe un unique sous 
Bl^ j^-module NdR(y) de Djig(y), libre de rang d et stable par dy- 
De plus, N(jR(y) est stable par ip et Fk- 
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Le B^jg ^-module NdR(y) est donc muni d'une connexion et d'un 
opérateur de Frobenius, et André a récemment montré qu'un tel mod- 
ule est quasi- unipotent. Une conséquence de ceci, allié au théorème 



D.4, est une démonstration de la conjecture de monodromie pour les 



représentations p-adiques |23, 6.2]: 



Théorème 0.6. Si V est une représentation de de Rham, alors V 
est potentiellement semi-stable. 

Enfin, en utilisant l'application 9 : ^^^i ~^ ^P' retombe sur le 
module de Sen (le Koo-espace vectoriel associé à V via la théorie de 
Sen, voir |42, 14, 25|), la connexion devenant un opérateur ii'^-linéaire 



dont les valeurs propres sont les "poids de Hodge-Tate généralisés". 
En particulier, V est Cp-admissible (ce qui équivaut à F de Hodge- 
Tate et tous ses poids de Hodge-Tate sont nuls) si et seulement si cet 
opérateur est nul. On en déduit le fait que Vy est divisible par t, et 
donc que NdR(y) = Djjg(y) est un ((^, 9)-isocristal sur convergent, 
avec un Frobenius étale. Utilisant ce fait et des techniques d'équations 
différentielles p-adiques (plus précisément un théorème de Tsuzuki 
|ï^, 49|) on obtient une démonstration du résultat suivant, dû à Sen 
|42|, qui caractérise les représentations Cp-admissibles: 

Théorème 0.7. Si V est une représentation p-adique de Gk, alors 
les deux conditions suivantes sont équivalentes: 

1. V est Cp-admissible; 

2. le sous-groupe d'inertie de Gk o-git sur V à travers un quotient 
fini. 

Ce théorème est d'ailleurs équivalent au théorème de Tsuzuki, voir 



la remarque 5.28 



0.4. Extensions de représentations semi-stables 

En utilisant le théorème de monodromie p-adique, on peut montrer 
que: 

Théorème 0.8. 1. Toute représentation ordinaire de Gk est semi- 
stable; 

2. une représentation de de Rham, qui est une extension de deux 
représentations semi-stables, est elle-même semi-stable; 

3. si V est une représentation semi-stable dont les poids de Hodge- 
Tate sont tous ^ 2, alors expy : DdR(l^) H^{K,V) est un 
isomorphisme. 

Ces trois résultats étaient connus dans le cas d'un corps résiduel fini, 
011 on peut les déduire de calculs de dimensions de groupes de coho- 
mologie galoisienne (ce qui n'est plus possible si le corps résiduel n'est 
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pas 



fini). Le (1) avait été démontré dans ce cas là par Perrin-Riou 
|]37|, 38,3^ comme corollaire des calculs de Bloch et Kato le (2) 
par Hyodo pO,^, et le (3) par Bloch et Kato. 



0.5. Plan de l'article 



Cet article comporte six chapitres subdivisés en paragraphes. Le pre- 
mier chapitre est consacré à des rappels sur les représentations p- 
adiques et les anneaux de Fontaine. Dans le deuxième on donne 

qui sont fondamentaux 



la construction des anneaux BÎ- et 



ng "log' 

pour ce qui suit. On donne dans le troisième chapitre une applica- 
tion de ces constructions: comment retrouver Dcris(^) et Dst(V') à 
partir du (99, Ix)-iiiodule D(y). Le quatrième chapitre est consacré 

à l'étude de la connexion V sur l'anneau Bjjg^, ce qui permet de 
définir dans le cinquième chapitre l'équation différentielle associée à 
une représentation p-adique; on donne des applications à la théorie 
de Fontaine, à la théorie de Sen, et aux représentations de de Rham 
(preuve de la conjecture de monodromie p-adique). Enfin dans le 
sixième chapitre on donne quelques applications du théorème de mon- 
odromie p-adique. 

Le théorème 3.2 est la réunion du théorè me |3.6| et de la pro posi tion 

3.7 . Le corollaire p.3| est l 'obje t du théorème 3.10| , le théorème p.7|cor- 
respond à la proposition 5.22 et le théorème p.4| à la proposition ^.6| . 
Le théorème et sa réciproque sont démontrés dans le paragraphe 



5.4. Le théorème 0.6 correspond au théorème 5.1S;. Le premier point 
de p.8| est le corollaire le (2) est le théorème y2, et le (3) est le 
théorème S^. Cet article comporte deux appendices pour le rendre 
plus lisible: un diagramme des anneaux de périodes, et un index des 
notations. 
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1. Rappels et notations 



Ce chapitre est entièrement constitué de rappels sur la théorie des 
représentations p-adiques. On se reportera à ||8|,P,|Ï5,22,25,24] ou 
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aussi [p^ pour la démonstration des faits qui sont rappelés ici. Pour 
ce qui est de la théorie des équations différentielles p-adiques et des 
isocristaux surconvergents, le lecteur pourra se reporter à |p!2, 13, pÔ, 
32|,||,|9|. 

La principale stratégie (due à Fontaine, voir par exemple [^]) 
pour étudier les représentations p-adiques d'un groupe G est de cons- 
truire des Qp-algèbres topologiques B munies d'une action du groupe 
G et de structures supplémentaires de telle manière que si V est 
une représentation p-adique, alors Db{V) = {B (^q^ V)^ est un 

S'^-module qui hérite de ces structures, et que le foncteur qui à 
V associe DbÇV) fournisse des invariants intéressants de V. On dit 
qu'une représentation p-adique V de G est B-admissible si on a 
B (8)Qp V ~ B'^ en tant que G-modules. 



1.1. Le corps E et ses sous-anneaux 



Soit k un corps parfait de caractéristique p, F le corps des fractions 
de l'anneau des vecteurs de Witt sur k et K une extension finie totale- 
ment ramifiée de F. Soit F une clôture algébrique de F et Cp = F sa 
complétion p-adique. On pose Gk = Gal{K/K), c'est aussi le groupe 
des automorphismes continus K-linéaires de Cp. Le corps Cp est un 
corps complet algébriquement clos de corps résiduel Ocp/^Cp = k. 
On pose aussi = K{jipn) et K^o est défini comme étant la réunion 
des Kn- Soit Hk le noyau du caractère cyclotomique x ■ Gk Z* 
et Fk = Gk/Hk le groupe de Galois de K^^jK qui s'identifie via le 
caractère cyclotomique à un sous groupe ouvert de Z*. Soient]^ 

Ë = lim,^,pCp = {(xW,xW,---) I (x(^+i)f = x«} 

et E+ l'ensemble des x € E tels que G Ocp- Si x = (x*^*)) et 

y = (y^*^) sont deux éléments de E, alors on définit leur somme x 
et leur produit xy par: 

(x + = lim (x(^+^') + et (xy)» = x^]^ 

ce qui fait de E un corps de caractéristique p dont on peut montrer 
qu'il est algébriquement clos. Si x = (x("))„^o ^ Ê soit ve{x) = 
i;p(xW). C'est une valuation sur E pour laquelle celui-ci est complet; 
l'anneau des entiers de E est E"^ et l'idéal maximal est = {x G 

^ Le lecteur est invité à consulter l'appendice "Diagramme des anneaux de 
périodes" tout au long de la lecture de ces constructions. 
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FijV-Eix) > 0}. Soit A+ l'anneau H^(E+) des vecteurs de Witt à 
coefficients dans E"^ et 

B+ = A+[l/p] = { J2 P'i^k], Xk G Ê+} 

oii [x] G A+ est le relèvement de Teichmùller de x € E+ . Cet anneau 
est muni d'un morphisme d'anneaux 9 : B"*" Cp défini de la manière 
suivante: 



Soient e = [e^^) € Ê+ avec = 1 et e^^) / 1, vr = [e] - 1, 
-Kn = [e^ "] — 1, w = tt/tti et g = '^{u}) = ip{7r)/7r. Alors ker(é') est 
l'idéal principal engendré par uj. De même soit p = (p^"^) G E"*" avec 
= alors ker(0) est aussi engendré par [p] — p. 

Remarquons que e est un élément de E"*" tel que ve{£ — 1) = p/{p— 
1). On pose Ei? = /c((e — 1)) et on définit E comme étant la clôture 

séparable de E^? dans E ainsi que E+ = E n E+ et mE = E n mg, 
l'anneau des entiers et l'idéal maximal de E. Remarquons que, par 
définition, E est séparablement clos, et que l'on retrouve E à partir 
de E en prenant le complété de sa clôture radicielle. On renvoie àj9 



p. 243] pour une application de la théorie du corps de normes |£2| 
à la construction d'une application lk ■ lim Ok„ — > E"*" de la limite 

projective des Ok„ relativement aux applications normes dans E"*" 
dont la principale propriété est la suivante: 

Proposition 1.1. L'application lx induit une bijection de lim OKr, 
sur l'anneau des entiers E^- de Ex = E''^^'. 

On remarquera que la proposition ci-dessus est énoncée dans ||9|, 
I.l.l] avec la restriction supplémentaire que K/Qp est finie mais ceci 
n'est pas nécessaire (en revanche il est important que K/F soit finie). 

De plus on peut montrer de la même manière que E^ est une 
extension finie séparable de de degré ex = [Koo '■ Fqo] et de 
groupe de Galois Hp/Hk (si K/F est galoisienne) , et que le groupe 
de Galois Gal(E/E/^) s'identifie à Hk- Enfin E^ est un anneau de 
valuation discrète de la forme A;[[7fA']] oia ttk = l-k{'^k) est l'image 
d'une suite tuk d'uniformisantes compatibles pour les normes des 
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1.2. L'anneau B^r et ses sous-anneaux 

L'anneau B^j^ est défini comme étant le complété pour la topologie 

ker(0)-adique de B+ (on remarquera que A"*" est complet pour cette 
topologie) : 

B|R = lim„^oB+/(ker(0)") 

c'est un anneau de valuation discrète, d'idéal maximal ker(^); la série 
qui définit log([e]) converge dans B^j^ vers un élément t, qui est un 
générateur de l'idéal maximal, ce qui fait que Bjr = B^j^[l/t] est 
un corps, muni d'une action de Gp et d'une filtration définie par 
Fir(BdR) = f B+^ pour i G Z. 

On dit qu'une représentation V de Gk est de de Rham si elle 
est BdR-admissible ce qui équivaut à ce que le K-espace vectoriel 
DdR(^) = (BdR ®Qp V)'^'< est de dimension d = dimQp(F). 

L'anneau B^^^^ est défini comme étant 

■^max — °^ ^" ^ suite qui tend vers 0} 

et Bjnax = BjJ^g^x . On peut d'ailleurs remplacer uj par n'importe 
quel générateur de ker(0), par exemple \p\ — p. Cet anneau se plonge 
canoniquement dans B^r (les séries définissant ses éléments conver- 
gent dans Bjr) et en particulier il est muni de l'action de Galois et 
de la filtration induites par celles de Bjr, ainsi que d'un Frobenius 
(/?, qui étend l'application ip : A+ A+ déduite de x dans 
E^. On remarquera que (p ne se prolonge pas par continuité à BdR. 
On pose B^g = ^i^^q^"^ (B^^x) (o^i remarquera que l'anneau B^^ est 
l'anneau B^^^. de [jÏ5|). La notation s'explique par le fait que l'on a 
[0] un isomorphisme: B^g = H^^^{0-p/F). 

On dit qu'une représentation V de Gk est cristalline si elle est 
Bmax-admissible ou, ce qui revient au même, B^g[l/t]-admissible 
(les périodes des représentations cristallines vivent dans des sous F- 
espaces vectoriels de dimension finie, stables par f, de B^axi et donc 
en fait dans l'anneau <^n=oV'^(^ma.x)[^/A)j ceci équivaut à ce que le 
F-espace vectoriel 

T>crUV) = (B^ax Vf'^ = (B+Jl/t] Vf'^ 

est de dimension d = dimQp(F). Alors Dcris(^) est muni d'un Frobe- 
nius et d'une filtration induits par ceux de Bmax, et (BdR^QpV)^'^ = 
DdR(^) = K '^p'Dcrisiy) ce qui fait qu'une représentation cristalline 
est aussi de de Rham. 
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La série qui définit log(7r(0)) + log([7r]/7r(o)) (après avoir choisi 
log(p) et où 7f = e — 1) converge dans B^j^ vers un élément log[7f] 
qui est transcendant sur FracB^g^^ ^t on pose Bst = Bmax[log[vf]] 
et Bjl^g = B^g[log[7f]]. On dit qu'une représentation V est semi- 
stable si elle est Bst-admissible ou, ce qui revient au même, BfJ^g[l/t]- 

admissible (même raison que ci-dessus); ceci équivaut à ce que le 
F-espace vectoriel 

D3t(y) = (Bst ^Q, Vf^ = (B+g[l/t] Vf'< 

est de dimension d = diuiQ^ÇV). La définition de Bgt donnée ci- 
dessus est légèrement différente de celle de Fontaine, mais le fonc- 
teur Dst est le-même. Alors Dst(^) est muni d'un Frobenius, d'une 
filtration et d'un opérateur de monodromie A'' = — d/d log[7f] qui 
vérifie N(p = pipN (voir pour une justification du signe "— "), et 
(BdR ®Qp ^)'^^ = DdR(F) = K(^F'Dst{V). De plus V est cristalline 
si et seulement si elle est semi-stable et = sur Dst(V^). On utilis- 
era aussi le F-espace vectoriel D^(y) = (Bjj^ F)'^^. 



1.3. L'anneau B et ses sous-anneaux 

Soit A l'anneau des vecteurs de Witt à coefficients dans E et B = 
A[l/p]. Soit Ai? le complété de Of[-k, vr"^] dans A"*" pour la topologie 
de celui-ci, c'est aussi le complété p-adique de C^^iM] [tt"-^]. C'est un 
anneau de valuation discrète complet dont le corps résiduel est Ep. 
Soit B le complété pour la topologie p-adique de l'extension maximale 
non ramifiée de B^? = Ai?[l/p] dans B. On définit alors A = B n A 

et A+ = A n A^". Ces anneaux sont rnunis d'une action de Galois 
et d'un Frobenius déduits de ceux de E. On pose Ak = A^^ et 
Bx = A^[l/]5]. Quand K = F les deux définitions coïncident. 

Si V est une représentation p-adique de Gk soit D(y) = (B 
F)^^. On sait M] que D(y) est un B^^-espace vectoriel de dimension 
d = dim(F) muni d'un Frobenius et d'une action résiduelle de Fk 
qui commutent (c'est un ((/?, Fk) module) et que l'on peut récupérer 
V grâce à la formule V = (D{V) 0Bk 6)"^=^ 

Le corps B est une extension totalement ramifiée (l'extension 
résiduelle est purement inséparable (elle est "radicielle" ) ) de degré 
p de Le Frobenius 99 : B ^ B est injectif, mais n'est donc pas 

surjectif, et il est utile d'en définir un inverse à gauche par la formule: 
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Tout élément x E B peut s'écrire de manière unique sous la forme 

fc>-oo J 



X = J2k^-ooP^i^k] OÙ les Xfc sont des éléments de E. Si r > 0, on 
pose: 

B'''''' = |x G B, lim VE(xk) + -^^k = +00} 
fc->+oo p — 1 

Si r € R on définit n(r) comme étant le plus petit entier n tel que 
r ^ rn = p"'~^{p — 1). La série ^^Zk-^-ooP^l^k] converge dans B^r si 
et seulement si la série l^fc>_oo p'^^fc'^ converge dans Cp (voir [16 



11.25], et la construction qui précède 2.11). On en déduit notamment 
pour n entier tel que p"'~^{p — 1) ^ r une application injective (on 

montrera cela et plus en 2.11| , |2.25| ) Ln = : B^''^ — > B^j^ qui envoie 

Z^fc>-ooP''[^fc] s^'^ 1^ somme de la série ^k^-ooP'^i^k ] '^^^^ ^dR- 
Soient Bt'^ = B n Bt'^, Bt = Ur^^o^^'"" et Bt = U^^oBt''". Enfin Àt'»^ 
est l'ensemble des x G B^'^' n A tels qu'en plus, VE{xk) + ^pj^ ^ 
pour tout k^O, At'»^ = Àt'»- n A, et At = Àt n A où Àt = Bt n Â. 
On pose^B^^" = (Bt.'^)-f^^, A^^" = (At'^)^^^^, B^^'' = (Bt'^)^^^ et 
A^j^ = (A^''")-'^^ (en général, si R est un anneau muni d'une action 

de Hk, on pose Rk = R^'^). 

Pour situer ces anneaux, le lecteur est invité à se reporter au 
diagramme des anneaux de périodes qui se trouve en appendice. 

Remarque 1.2. La notation adoptée ici diffère un peu de celle de 
P]. Ce que nous appelons Bt'^ (repectivement B"'"'''") y est noté B 
(respectivement B^'"). 

On dit qu'une représentation p-adique V est surconvergente si 
D(l/) possède une base sur Bj^ constituée d'éléments de 0^(1/) = 
(Bt (S)Qp V)^'^ . Rappelons le résultat principal [^,^] à ce sujet: 

Théorème 1.3. Toute représentation V de Gk est surconvergente, 
c'est-à-dire qu'il existe r{V) tel que D(F) = Bi^: (g) t,r(v) Dt'''(^)(y). 

On a d'autre part une description assez précise des anneaux b|^^, 
comme le montre la proposition suivante: 

Proposition 1.4. Il existe n{K) G N et -ïïk G A^''"*^' dont l'image 
modulo p est une uniformisante Wk de Ej^. Si r ^ '>'n{K)> alors 

tout élément x G bJ^'^ peut s'écrire x = 'Ylkeï^k''^^ où ak G F 
et où la série X^^^gz o,kT^ est holomorphe et bornée sur la couronne 
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2. Les anneaux bJj^ et bJ^^ 

Soit a < 1 et Bp l'ensemble des séries J2kez ^k^^ ^^^^ ^ F une 
suite bornée telle que tout p G on ait limfc^±oo lofclp*^ = 0, 

et Bp = UQ<ifîp. Les rappels du chapitre précédent montrent que 

l'application / i-^ /(vrx) de Bp dans est un isomorphisme. 

Soit Tip l'ensemble des séries 'Yl.keï '^■k^^ avec a^. G F et telles 
que tout p € [a; 1[, on ait lim^^-i-oo = 0. Alors TLp = Ua<i7Y^ 

est l'anneau de Robba à coefficients dans F dont il a été question 
dans l'introduction: 



[IL 


rn 


"1" 


1 


p J 


p. 



Afin de faire le lien entre représentations p-adiqucs et équations différentielles, 

Jjig D Bt tel que (6^,^) 



on "définit" donc un anneau bJ- D B''' tel que (bJ- contienne 



TiFii^K)'- 



Bt 

ng 





ni 


"1" 






.p. 



Cet anneau contient B''', et aussi B^t^: il va donc servir comme in- 
termédiaire entre les {(p, 7V)-modules et la théorie de Hodge p-adique. 
Il y a un certain nombre de choses techniques à démontrer pour 
vérifier que sa définition a bien un sens (les trois premiers paragraphe 
de ce chapitre), et le lecteur est invité à ne les consulter qu'en cas de 
besoin. 



2.1. Les anneaux A/ 

Dans tout ce chapitre, r et s sont deux éléments de N[l/|)] U {+00} 
tels que r ^ s. Rappelons que pour n ^ on a posé Vn = {p — 
Dans toute la suite, on notera [xY pour [x^], même si r n'est pas 
entier. On convient que p/[7f]"'"°° = l/[7f] et que [Tf]'^°°/p = 0. Soient 

: = A+{X,Y}/{[wYX-p,pY - [7f]^Xy - [tT]^-'-) 

et B^r-s] = À[r.s][i-/p] 

où, si A est un anneau complet pour la topologie p-adique, A{X, Y} 
dénote la complction p-adique de A[X, Y] c'est-à dire que ^{X, Y} = 
{^i j^QaijX^Y^} où aij est une suite qui tend vers selon le filtre 
des complémentaires des parties finies. 



14 



Laurent Berger 



Lemme 2.1. Soit A = A+{X,Y} et I = {[wYX -p,pY -[wY ,XY - 
[tT]^-''). Alors 

l.ln p'^A = p"/; 

2. I est fermé dans A pour la topologie p-adique. 

Preuve. Le (2) suit du (1) puisque / est complet pour la topolo- 
gie p-adique et que le (1) montre qu'une suite d'éléments de / qui 
tend vers dans A tend vers dans /. Montrons donc le (1). Soit 
f{X,Y) = j^QaijX''Y^ , f{X,Y) G p^'-A ce qui revient à dire que 

p^lttij. Quitte à modifier / par des éléments de p"'{XY — [wY~'^) C p"'I 
on peut supposer que f{X, Y) = J2i o-i^^ + bjY^ où p^ divise 
et bj. Si f{X,Y) G / c'est que l'on peut écrire 

fiX,Y) = a{X,Y){[7fYX-p) 

+ b{X,Y)ipY - [wY) + c{X,Y){XY - [wY-n 

et les relations 

YilwYX -p) = [WY{XY - [ifY-n - {pY - [wY) et 

xipY - [wY) = piXY - [wY-n - {[wYx - p)[wY-' 

montrent que qiiittc à modifier c{X, Y) on peut supposer que a{X, Y) = 
a{X,0) et b{X,Y) = b{0,Y). On voit alors que c{X,Y) = et donc 
finalement que f{X,Y) = a{X){[wYX -p) + b{Y){pY - [vf]*). Mon- 
trons que a{X) G p^A (la preuve pour b(Y) est la même). Posons 
a{X) = CiX^. On a alors ao = —pco et = [7f]''ci_i — pci ce qui 
fait si i ^ et ^ j ^ n — 1, alors divise Cî+j[7f]'' — pcj+j+i et 

donc aussi T,]Zo[^Y^''-^~'2^ {ci+j[TrY - pci+j+i) = Wci-p^a+n 
et donc divise Cj dans A+ . □ 

Corollaire 2.2. L'anneau Aj^.^j est séparé pour la topologie p-adique 
(il est clairement complet). De plus on a une application naturelle 
surjective A^^-.gj dans le complété p-adique de A~^\p/\wY, \t^Y/p\ dont 
le noyau est l'image de l'adhérence de I dans A[^.^] et donc nul, ce qui 
fait que Aj^-^j s'identifie aussi au complété p-adique de A"'"[p/[7f]'', [7f]*/p]. 

Lemme 2.3. Tout élément de A.\^r;s] P^ui s'écrire de la manière suiv- 
ante: 

k^O J ^ fc>o ^ / 

avec (ak), (bk) deux suites de A+ qui convergent vers (cette écriture 
est bien sûr non-unique). 
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Preuve. C'est une conséquence immédiate de la définition. On se con- 
tentera de remarquer que 



V 



r_iA:(s-r) ( [jrY 



e.-k 



si k ^ l 



si k > i 



□ 



Lemme 2.4. Si p et a sont deux éléments de E"*" qui vérifient ve{p) = 
pr/{p-l) etvEia) =ps/{p-l), alors Âir-s] = Â+{p/[p],[a]/p}. 

Preuve. C'est évident. □ 

Remarquons que si on a ri ^ r2 ^ «2 ^ si, alors il y a une 
inclusion (les deux anneaux en présence sont intègres et ont même 
corps des fractions): 

^[wy^' p ^ ^[wY^' p ^ 



Lemme 2.5. Cette inclusion se prolonge en un morphisme Aj^^-g^] — > 
A[^2;s2] toujours injectif. 

Preuve. Le morphisme du haut se factorise en Aj^^.^^j Aj^^.^jj — > 

A[r2;s2] peut donc supposer ri = r2 ou si = S2. Supposons par 

exemple ri = r2 = r (l'autre cas se traite de la même manière). Alors 
il suffit de montrer que le morphisme composé A.^r;si] ~^ -^[r;s2] ~^ 
A^j..j.j est injectif (tout ceci pour simplifier la notation). On va donc 
montrer que si s ^ r, alors Aj^js] Aj^-^j est injectif. Soient a = [a] 

ci (3 = [j3] avec â, /? G E tels que VE{a) = r et ve{P) = s — r de telle 
sorte que 

Â[^.,] = A{X, Y}/{aX -p,pY- aP, XY - (3) et 
À[^.r] =À{X,Y}/{aX -p,pY -a,XY -1). 

Le fait que l'application naturelle f{X,Y) i-^ f{X,j3Y) du premier 
anneau dans le second est injective est équivalent au fait que si 
f{X,(3Y) Gj^aX - p,pY - a,XY - 1), alors f{X,(3Y) appartient 

à l'idéal de A{X, f3Y} engendré par {aX — p,pYP — af3, XY (3 — P), 
ce que nous allons maintenant démontrer. 
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Commenpons par remarquer que quitte à modifier f{X, Y) par des 
éléments de l'idéal {aX — p,pY — a,XY — 1) on peut supposer (en 
remplaçant XY par 1) que 

+ 00 +00 

f{X,pY) = J2-HX' + J2^^(^'^'- 

i=0 j=l 

Supposons que l'on ait 

f{X, pY) = a{X, Y){aX - p) + b{X, Y){pY - a) + c(X, Y){XY - 1). 
Les relations 

Y{aX -p) = a{XY - 1) - {pY - a) et 
X{pY -a)= p{XY - 1) - {aX - p) 

montrent que l'on peut supposer, quitte à modifier c(X, y), que 
a{X,Y) = a(X,0) := a{X) et h{X,Y) = 6(0, F) := h{Y). Comme 
f {X, I3Y) ne contient pas de terme en XY c'est alors que c{X, Y) = 0. 
On a donc montré que /(X, [3Y) = a[X){aX — p) + h{Y){pY — a). 
Posons h{Y) = "^^^bjY^ . Pour terminer la démonstration il faut 
montrer que bj est un multiple de f3^^^. Un calcul facile montre que 
si j ^ 1, alors ôjP^ = (pbj-i — abj) ce qui fait que divise pbj-i — abj 
dans A+ et donc que (3^'^^ divise Yllt=QP^~^^^{P^j+k — "6j+ifc+i) = 
p^~^^bj — a^~^^bj^n+i- Reste à choisir n assez grand pour que P^'^^ 
divise a""'"^ ce qui montre alors que (3^^^ divise bj. □ 

On utilise ces injections pour définir, si / est un intervalle de 
RU {+oo}: B/ = n[,..3]c/nRB[,.;s]. 

Soient I C J deux intervalles fermés, ce qui fait que Bj C Bj, on 
définit une valuation p-adique Vj sur Bj en décidant que Vi{x) = 
si et seulement si a; G A/ — pAj et que l'image de Vj est Z. Par 
définition B/ muni de Vj est un espace de Banach p-adique. De plus 
le complété de Bj pour Vj s'identifie a B/. 

Remarque 2.6. Comme A/ est un anneau on a notamment Vi{xy) ^ 

Vi{x) + Vi{y). 

Le but de cette partie est de dégager quelques propriétés de ces 
anneaux. Commençons par remarquer que le groupe de Galois Gp 
agit sur A+ et que cette action s'étend à l'anneau A+[p/[7f]^, [vfj^/p] 
et le stabilise, ce qui fait que l'action de s'étend par continuité 
à une action par isométries sur son complété p-adique et par suite à 
tous les Ai et B/. 
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De même le Frobenius (p s'étend en un morphisme 

et se prolonge donc en une application de A/ dans Ap/ pour tout /. 

Lemme 2.7. Si I d [r;+oo\, alors C B/ et si x ^ B^'^ s'écrit 
X = ^^i^^QP^ixk], alors la valuation 

p-1 

Wi(x) = inf inf k -\ VEixk) 

aei kez pa 

vérifie Vi{x) = [Wi{x)\ où [aj est le plus grand entier ^ a. 

Preuve. Le premier point suit de la définition et de plus si x E B^^'*" 
vérifie Wf{x) ^ 0, alors la somme qui le définit converge dans A/ 
ce qui fait que Vj{x) ^ 0. Reste à montrer que si x G A/, alors 
Wj{x) ^ 0. Comme Aj est le complété p-adique de A+[p/[7f]'', [vf]^/p] 
il suffit de montrer que W/(x) ^ si x G A+, si x = p/fvf]'" et si 
X = [tTI^'/p ce qui est clair. Comme Wj{p) = 1 on en déduit que 
[VF/(-)J est une valuation p-adique dont l'image est Z et telle que 

Wj{x) ^ si et seulement si x G A/ ce qui fait que Vj{x) = [Wj{x)\ . 
□ 



Exemple 2.8. Beaucoup de ces anneaux sont déjà connus: 

3- A+ =^A[o;4.oo] et B+ = B^.+oo]; 

4- A = A[4.oo.+oo] et B = B[4.oo.+oo]; 
5. A^''' = A[r;+oo] et B"'"''' = B[r;+oo]- 

Preuve. Le (2) est une conséquence du (1) et du fait que par définition, 
B+g = n+^(/?"(B+a^). Les (3) et (4) sont évidents, et le (5) est con- 
tenu dans remarque ILl.S]. Reste à montrer le (1) qui suit du fait 
que par définition A+j,^ = À+{[p]/p-l}et À[o;ro] = Â+{[p]/p} (et 
A{X} = A{X - 1} puisque A[X] = A[X - 1]). □ 

Lemme 2.9. On a A^r;s]/{p) = Ê+[X, 7f''"'■X-V(7f^ vTX). Notam- 
ment si r = s, alors A[r;r]/ip) = E"''/(7f'')[X, X^-*-]. 
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Preuve. Soit A = A+{X, y} et / = (Xy-[7f]*-^p-X[7ff , [wY-pY) 
de telle sorte que Aj^.^] s'identifie à A/I et donc que A[^.g]/(p) = 
{A/I)/{p). On a une suite exacte ^ I ^ A ^ A/I ^ et la 
multiplication par p induit un diagramme: 







I/p 



A 



A 



A/p 



A/I 



A/I 



{A/I)/p 











et comme A/I est sans p-torsion, le lemme du serpent montre que 
{A/I)/p s'identifie au quotient du A/p par l'image de / dans ce 
dernier. Dans notre situation on a A/p = E^[X, y] et l'image de 
/ s'identifie à {XY — W^^^', —XW'^,W^) d'où le lemme. □ 



Remarque 2.10. Attention au fait que dans le lemme précédent, (tt*, Tf^X) 
est l'idéal de l'anneau 'È'^[X,Tf^~'^ X~^\ engendré par 7f* et IfX. 



2.2. Plongement des A/ dans Bjj^ 

On va maintenant définir des morphismcs de Aj^-^j dans B^j^. On va 
montrer que si r„ G /, alors l'application (^^" réalise une injection de 
B/ dans B^j^. Pour cela, soit J„ = [r„;r„] avec n ^ 0. Si a; G Aj^, 
alors on peut écrire 

et comme les aj et bk tendent vers 0, les séries 
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convergent dans A"*" et la série du haut est donc convergente pour la 
topologie ker(^)-adique et converge dans B^j^ vers un élément to{x) G 

Proposition 2.11. L'application x i— > io{x) est un morphisme in- 
jectif de Aj^ dans B^j^ et si vq g /, alors le noyau du morphisme 
composé 9 o iQ : Aj — > Cp est ker(^ o lq : Aj — > Cp) = {\p\/p — 1)A7. 

Preuve. Montrons tout d'abord que kev{9 o lq : Aj ^ Cp) C — 

1)A/. Soit donc / = [rro;sro] avec r^l^setxG Aj tel que 
9 o Lo(x) = 0. On peut écrire 




les deux premiers termes étant des séries convergeant dans B^j^ (ne 
pas oublier que ^ et bj — > 0) et dont la somme est dans le 
noyau de 9 o lq, ci le troisième terme étant un élément de A"^ (même 
argument pour la convergence) qui est annulé par 9 et qui s'écrit donc 
([p] —p)y avec y G A+. Montrons que 

k>0 
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avec z G A/. On a 




comme le montre un petit calcul, ce qui montre l'assertion quant au 
noyau de ^ o to sur A/. 

Enfin montrons que to est injectif. Si i^ix) = avec x G Aj^, 
alors Q o to(a^) = et donc x est divisible par — 1. Comme iq 
est un morphisme d'anneau et que B^^ est intègre, c'est que x = 
~ 1)3^1 avec iq{x\) = et Xi g Ajq. En itérant ce procédé on 
en déduit que x G n^^([p]/]3 — 1)"Ajq. Reste donc à montrer que 
n^^([p]/p — Ij^Aju = 0. L'image de cette intersection dans Aj(,/(p) 
s'identifie à n+^o(X - l)"Ê+/(pr)[^, ^"^] qui est rmlle. On en déduit 
qu'un élément de l'intersection n^^([p]/p — 1)"'Ajq est infiniment 
divisible par p et donc nul. □ 

Proposition 2.12. Six E Aj^ on pose Ln{x) = Lo{(f~"'{x)). L'application 
X I— > Ln{x) est un morphisme injectif de Aj^ dans B^j^ et si r„ G /, 
alors le noyau du morphism,e composé 6 o in : Aj Cp estk.ei{9otn : 

Preuve. C'est une conséquence immédiate de la proposition précédente, 
étant donné que l'application ip~"' : Aj^ — > Aj^ est une bijection, et 
que </'~"'([P^"]/P ~ 1) = \p\/p ~ 1- n 

Corollaire 2.13. Si r„ G /, alors Ln réalise une injection de Aj et 
B/ dans B^j^. 

Remarque 2.14- Le 

^"-Hg)B7. En effet, (p"] -p) = (/^"([p] (^""Hg) = et on 

sait que [p] — p et a; engendrent le même idéal de A"^. 
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Lemme 2.15. Les inclusions naturelles de A^^^,^ et À^'^" dans Âjq 
induisent une suite exacte — > A+ — > A^^^ © A'!"'''" —>■ Aj^ 0. 

Preuve. La flèche est A+g^^ © A"'"'^'^ — > Aj^ est surjective car il suffit 

de décomposer une écriture d'un élément de Aj^ en deux. Ensuite 

A"*" est contenu dans l'intersection de A^^^ et de A^''^" et il reste 
donc à montrer que l'inclusion 

A"'' — > A^'*"" n Aj^g^ 

est aussi une surjection. On va d'abord montrer que c'est vrai modulo 
pAjg (on remarquera que modulo p la flèche n'est plus injective). Rap- 
pelons que les anneaux A+^j^ et A^''^° s'identiflent à A^ {X} / {pX — 
[p]) et àÀ+{y}/([p]y-p) et queÀjo/(p) = È+ /{p)[X, X'^]. L'image 
de A^'^° dans cet anneau s'identifie à E+/(pi)[l/X] et celle de A:^^^ 
à E+/(p)[X] ce qui fait que l'image de leur intersection (qui est un 
sous-ensemble de l'intersection de leurs images) est un sous-anneau 
de E+/(p) et donc que la flèche A+ —>■ A^'''" n A+g^ est surjective 
modulo pAjg. Si l'on prend x dans A'!"'''" n A+g^ il existe donc y G A+ 
tel que x — y £ pA j^. Cela veut dire que x — y G pA+g^ d'une part 
et € pA^'^" + [i?] A"*" d'autre part (il suffit d'appliquer le lemme ^.91 à 
tous ces anneaux). Comme p divise [p] dans A+g^,^ il existe z G [p]A+ 
tel que x — y — z £ p(A^'^'' n A+g^^). On conclut en itérant ce procédé 
(comme A+ est complet pour la topologie p-adique). □ 



2.3. L'anneau Bjjg 

Dans ce paragraphe on introduit l'anneau Bj^g. 

Définition 2.16. Les anneaux BÎ-'l et BÎ- sont définis par = 

^ ^ ^ rig ^ rig j r ng 

B[r;+oo[ Bjjg = Ur^oBjjg. On munit bV de la topologie de Fréchet 
définie par l'ensemble des Vj où I parcourt l'ensemble des intervalles 
fermés de [r;+oo[. On définit aussi aJ-^ comme étant l'anneau des 

entiers de bJ-^ pour la valuation V^r-r] ■ 



Proposition 2.17. On a ker(6' o t„ : bJ'*"" 



ng 



Preuve. Etant donnée la remarque 2.14 il suffit de montrer que ker(0o 



de |l2. 



{[jP ]/p — 1)B/ pour tout / C [r„; +oo[ ce qui suit 



□ 
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Lemme 2.18. On a une suite exacte 



^ B+ ^ B^''' © B+ ^ B^-'^ ^ 

^ rig rig 



vu -"rig ng 

Preuve. On va d'abord montrer que si r„ ^ r, alors on a 

^ B+ ^ B[^.+oo] ® B[o;r„] ^ B[r.r„] ^ 

il est clair que tout élément de Bj^.^^] s'écrit comme somme d'éléments 
des deux autres et il faut vérifier que deux écritures différentes diffèrent 
par un élément de B~^ ce qui revient à montrer que B[j,.+qo] nB[o;r„] = 
B+, ou encore en appli quant que B[^p-n._|_oo] fl Bjo^^o] = B+ ce 



qui suit du lemme 2.15 



Montrons maintenant le lemme. Si x € bJ-^, alors pour tout n on 
peut écrire (puisque B^j^ C Bjr;r„]): x = Un + bn avec a„ G Bjr;+oo] st 
bn € B[o;r„]- Remarquons que x = a„+i + bn+i est une autre écriture 
de ce type (puisque a^+i € B[j,.+oo] et G B[o:r„]) et donc que 

bn+i — bn& B+ ce qui fait que quitte à modifier a„+i et bn+i par des 
éléments de B+ on peut supposer que a„ = an+i et bn = bn+i ce qui 
fait que x = a + b avec a G B^'^ et 6 G r\n=o^[0;r„] = ^tig- ^ 



. . — i r 

Proposition 2.19. L'anneau B^-^ est complet pour sa topologie de 
Fréchet et contient B^'*" comme sous-anneau dense. 

Preuve. Le fait que B^-g est complet suit du fait que chacun des Bjr;^] 
est complet pour V[r;s]- Ensuite montrons que B^'^ est dense. Soient 
X G Bjjg et r < s < t trois réels. Alors comme x G Bj.^.^], on peut 
l'écrire comme 

(r 1^ \ k 

avec Xn G B''^'^ et bk G A^, si n S> 0. On a alors 

X - x„ G ( — ^ Âr,.,i C ( — ^ A 



p J ^ \— ) '^^^1 

et un petit calcul montre qu'alors V\r\s\ix — Xn) ^ nitj s — X). Un argu- 
ment d'extraction diagonale permet de trouver une suite qui converge 
vers X pour la topologie de Fréchet. □ 
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Corollaire 2.20 (Principe du maximum). Pour x € Bj-g et I = 
[s;t] 3r, on a Vi{x) = mî{Vis-s]{x);Vit.t]{x)}- 

Preuve. Un petit argument montre que c'est vrai avec Wj à la place 
de Vj pour x € B^'^; on conclut par densité et continuité. □ 



Lemme 2.21. Si a est un élément de E"*" qui vérifie A = VE{a,) > 0, 
alors la topologie définie par Vj sur aJ-^ est plus fine que la topologie 
[a]-adique c'est-à-dire que si Vi{yi) — > +oo, alors — > pour la 
topologie [a]-adique. De plus les topologies [a]-adiques etV[j..j.yadiques 
sont équivalentes. 

Preuve. Soit (ui) une suite telle que Vi{yi) ^ n pour i zq et soit 
m ^ \{p-i) ■ Aloi's un petit calcul montre que Vi{yi[a]~"^) ^ pour 

i ^ et donc V^r;T]{yi['A~'^) ^ pour i ^ îq ce qui revient à dire que 
Ui € [aJ'^Aj-g pour i ^ iQ et donc que Ui tend vers pour la topologie 
[a]-adique. 

De même si y € [a]'"Aj-g, alors V[j.-r]iy) ^ ^^~pr™'^ donc les 
deux topologies sont équivalentes. On prendra garde au fait que cela 
n'est plus vrai si / n'est plus réduit à [r;r]. □ 



Corollaire 2.22. L'anneau A^'^ est complet pour la valuation V[j.;r]- 

Preuve. Dans II. 1.2] on montre que est séparé complet pour 
la topologie [a]-adique si t)E(a) > 0. □ 



2.4- Les anneaux bJ^^ et leurs plongements dans B^^jj^ 

Ce paragraphe est consacré à la construction d'un anneau B|^g qui 

est à Bjjg ce que Bgt est à B^ax- On commence par construire une 
application logarithme. 

Proposition 2.23. // existe une et une seule application x i— > log[2;] 
de E dans B^g[X] qui vérifie log[xy] = log[x] + log [y], log[x] = si 
X ^ k, log[7f] = X et 

log[x] = y^(_l)n-l (M-l)" ^^^^(0) _ ^ ^ 
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Preuve. Soit Ui l'ensemble des .t E É tels que Vp{x^'^^ — 1) ^ 1. Pour 
x G [7i la série log[a:] = ^„>o(~l)"~^([2^] ~ l)"'/n converge dans 
■^ïnax log[xy] = log[a;] + log[y] par un argument de séries formelles. 
On en déduit notamment que log[a;] = <^(log[x]/p) ce qui fait que 
l'image de ?7i par log est en fait incluse dans B^t^. Si x G E est tel 
que Vp(x(°' — 1) > 0, alors il existe n tel que x^" G Ui et le log 
s'étend donc à l'ensemble des x tels que Vp{x^^^ — 1) > 0. Ensuite soit 
X G (E+)*. On peut écrire x = xq{1 + y) avec Xq G A; et y G mg+ 

de manière unique ce qui montre que log s'étend à (E"*")*. Enfin E"'' 
est un anneau de valuation et le choix de log[7f] achève de déterminer 
l'application log : È ^ Btg[X]. □ 

Proposition 2.24. // existe une et une seule application log : A+ 
Bjjg[X] telle que log([x]) = log[a;], log(p) = et log{xy) = log(x) + 
log(î/). 

Preuve. Si x G A"*" est exactement divisible par p"", alors il existe r 
tel que l'on peut écrire x = p°'[x/p°']{l — pz) avec z G A^''', oii x/p°- 
est l'image de x/p" dans E+, et la série 

{pzY 



log(l -pz) = -^ 



converge dans A^^'** qui est complet pour la topologie p-adique ce qui 
permet d'étendre log par multiplicativité à A+ (et aussi à B+). □ 

On pose Bj^g — B|^jg[Jr] muni de l'action de Gp et du Frobenius 
donnés par 'ç{X) = pX et g{X) = X + \og{\g(Tf) /tï\) ce qui fait que 
l'on peut prolonger l'application «.„ : bV — > B^j^ pour n assez grand 

par in{X) = p~"'log[7f]. La proposition suivante montre que in est 
injectif et commute aux actions de Gp et de Frobenius (là où ce- 
dernier est défini), et dès lors on écrira bJ^^ = BV[log[7f]]. Soit aussi 

^log = Ur^oBj^g. 

Proposition 2.25. L'application in : bV"[X] B^j^ qui étend t„ 
par in{X) = p~"log[7f] est injective, commute à l'action de Galois et 
sa restriction à B^j^^ est 

Preuve. Les deux derniers points sont triviaux. Pour montrer le pre- 
mier, il suffit de montrer que l'élément log[7f] est transcendant sur le 
corps des fractions de t„(BV") et cela revient au même de montrer 
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que u = log([p]) est transcendant sur t„ (Frac Bj-g" ) . Montrons tout 
d'abord que u ^ t„ (Frac bJ-^" ) . Soit /9 = 1 — \j>\/p et S l'anneau des 

éléments de B^j^ qui appartiennent à F Rappelons que 

Fontaine a montré que u ^ Frac 5 (cf ||2^, 4.3.2]). La démonstration 
de la proposition 2.11 montre que si rr G -^Hg"' alors Lo{x) € S 
(en regardant la série qui donne l'image de x dans B^^) et donc 
si M G tri (Frac Bjjg" ) , alors on a x, y € ^iQ' tels que Lo{y) = lo{x)u 
(puisque (/9~"(Bj-g") = bJ-^") et le résultat de Fontaine montre que 
cela n'est pas possible et donc que u ^ i„.(Frac Bjjg"). 

Montrons maintenant que u est transcendant sur /,„(Frac B^-g") 
pour tout n. Un petit calcul montre qu'il existe rj : Gp ^ Qp tel 
que g{u) = n + r]{g)t. Soit u'^ + Xd-iu'^~^ + • • • + = le polynôme 
minimal de u. Alors en appliquant g et en comparant les coefficients 
il vient g{xd-i) = Xd-i + dri{g)t ce qui fait que x^-i — du s'identifie à 
un élément c de B^r stable par Gp et donc que u = d~^{xci-i — c) G 

i„(Frac Bj-g"), avec c € -F, et on vient de voir que cela est impossible. 
□ 



Par la proposition 2.24 il existe un élément log(7r) G ^log (i'^- 

^og ~ -^rigl 



marquons que l'on a b! = bJj [log(7r)] puisque la série qui définit 



log([7r]/7r) converge dans A^''"''). On munit Bj^g de l'opérateur de 
monodromie N défini par 



iV ^ afc log(^)'= = _ ^ fcafc log(7r)'=-i 

Vfc=0 / fc=0 

c'est-à-dire que = —d/dlog{'ir). Un calcul facile montre que N 
commute à l'action de Gp- 

Remarque 2.26. L'élément log(7r) est plus agréable que log[7f], par ex- 
emple in(log(vr)) G -F„[[t]] si n ^ 1. 



2. 5. Action de Hk sur B Jjg 

Dans ce paragraphe on décrit les invariants de Bjjg sous l'action de 
Hk. Soit BÎ-g^^ = (BÎ-g)^- . 

Lemme 2.27. Soit I un intervalle qui contient [0; r] et J = I D 
[r; +oo]. On a une suite exacte BJ — > B^*^ ©B^^^^ — > bJ^ — > 0. 
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Preuve. On a vu que l'on a une suite exacte — > — > B^'^' © B/ — > 
Bj — > et en prenant les invariants par Hk on trouve 

^ B+ ^ B|f e Bf^ ^ bJ^ ^ H\Hk,B+) 

et pour montrer le lemme il suffit de montrer que 5 = 0. Si x € Bj^, 
alors comme [n] est inversible dans B^^^ (sauf si r = 0, auquel cas le 
lemme est trivial), on a a;[7r]~-^ G -^j^^ existe n tel que ô{x[w]~^) S 
H^{Hk,P'"Â+) et donc (^(i5"(x[7f]-i)[7f]) G //^(//i^, VF(mÊ+)). Or 
ce dernier espace de cohomologie est nul (|jî^, IV. 2. 4] appliqué à la 
représentation triviale) et on en déduit que ô{x) = p~'^6{p'^x) = 0. 
□ 

Corollaire 2.28. Dans le cas où I = [0; +oo[, on obtient la suite 
exacte: 

- B+ ^ Bt/ © (B+^)^- ^ Bg,^ ^ 



Lemme 2.29. Six € (B^^^-^)^^, alors il existe une suite ai d'éléments 
de BJ, qui tend vers 0, telle que x = J2i>o'^i(^/py- 

Preuve. On se ramène immédiatement à montrer que si x G (A^^^^)^^ , 
alors il existe une suite Oj d'éléments de A^, telle que x = Yli^o '^ii.^/pY- 
On va d'abord montrer que 6 : A J est surjective. Si K = F, 

c'est bien connu (on se ramène à montrer que c'est vrai modulo p, 
et cela résulte alors du fait que les {£^,i G Z[l/p] n [0;1[} forment 
une base de E^/(e — 1)E^ (voir |^ III. 2.1])); ensuite soient ^^(ctx) 
l'élément construit dans la proposition |1.1|, -njn = iK (w)("\ et 
a = {x G ,Vp{x) ^ Rappelons [y, p. 243] que si n ^> 

et X G Ox^+i, alors N^^j^^/kS^) - x'p e a. Comme vy^{lk{-^k)) = 
{p-l)eK ^' Pou'^ ?î » 0, Vp{wn) = pn-i(p_i)ejy «t douc, si n > 0, 
alors Wn est égal modulo a à une uniformisante de Ok„- Ceci im- 
plique que l'application Op^l'cun] — > Ok^/^ est surjective, et donc 
que [î^n]n>o — > C)p est surjective (puisqu'elle l'est modulo a et 
que les deux Op -modules en présence sont complets pour la topolo- 
gie o-adique). Comme Wn = 9 o ip~^(^[ixi'!^K)]), ceci montre que 
9 : A^ — > est surjective. Soit maintenant x G (A+^x)^^- On 

définit deux suites Xj et Oj de (A+g^^^)^^ et A^ de la manière suiv- 
ante: xo = X, et si i ^ 0, alors comme 9{xi) G , il existe ai G A^ 
tel que 9{xi) = 9{ai). Ceci montre que Xi — ai est dans le noyau de 9 et 
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est donc divisible par w/p dans A^^^,,. On pose Xi+i = {jp/uj){xi — ai). 
Il est clair qu'alors, x = Ylii'^o'^ii'^ IpY ■ 

Montrons que ^ 0: si x G A+j^^^ alors il existe une suite ai = 
o(i), telle que x G p~°'A+ + {oj / pY A^^-^., et un petit calcul montre 
que cela force ^ 0. □ 

Proposition 2.30. L'anneau B^^^ est dense dans bJ-^ ^ pour la topolo- 
gie de Fréchet de ce dernier. 

Preuve. Cela revient à montrer que si l'on se fixe un intervalle / = 
[r; r„] avec n ^> 0, alors pour tout x G bJ-^ ^ il existe une suite 

Xj G bJ^*" telle que Vi{x — Xj) — > +oo. Étant donnée la décomposition 
du corollaire |2.28| il suffit de le faire pour x G B]?.^' , avec m ^ 0. 



On se fixe m tel que Vi{ip'^~^^ (q/p) — 1) > (c'est possibl e car 
pour tout / compact, ip^'^"^~^ {q / p) 1 pour Vj). Le lemme 2.29 



auquel on applique 09"+™- montre que tout élément x G ^^'l 1 
s'écrit X = J2i-^o^i{v"'~^^~^{'î/p)y où Zi est une suite de B^ qui 
tend vers 0, et donc que x = Ylii>o^'i-^^^~^^~^^^/p) ~ °ù 2/* 
une suite bornée de B+. Comme Vi{Lp''+"'-^{q/p) - 1) > 0, la suite 
^^n+m-ij-ç^^-j _ -yy tend vers pour Vj et donc, pour montrer la 
proposition, il suffit de prendre Xj = X]i=o Zi{v^^"^~^{'l/p) ~ ^Y- O 



2. 6. Les anneaux Bj^^ ^ et Bj^^ ^ 

Soit B^Jg ^ le complété de bJ^*^ pour la topologie de Préchet. On va 
donner une description nettement plus agréable des bJ-^ ^. On a déjà 

vu qu'il existe n(K) G N et ttk G Aj^**"*^' dont l'image modulo p est 
une uniformisante de et que si r ^ ^n(x) > alors tout élément x G 

b]^*" peut s'écrire x = X^fcez ^fe'''"!: 011 G F et où la série X^fegz '^^fcî''^ 
est holomorphe et bornée sur la couronne 

L'anneau B^^ est alors muni de la topologie induite par celle de 
B^-g qui devient la topologie de la convergence sur les couronnes 
définies par un intervalle compact ce qui fait que b!-'^ ^ est le complété 
de B^*^ pour cette topologie et donc que 

Proposition 2.31. Soit Tip{X) l'ensemble des séries X^fcez ^^"^'^ 
avec Ok Çi F et telles que tout p G lim^^-too l^fclp'^ = Q et 

soit a(K,r) = p^^/'^K^, Alors l'application H^^^'^^ — > bJ-^^ qui à f 
associe /{ttr) est un isomorphisme. 
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La fin de ce paragraphe est consacré à la démonstration de la 
proposition suivante: 

Proposition 2.32. Si r est un entier assez grand, alors il existe des 
applications Rk : B^^^ f^'' i^lig,K) > *e//es que: 

1. Rk est une section continue de l'inclusion '/'"'^(^J-g ^) C B^-g^; 

2. Rk est if~^{Blf^l.) -linéaire; 

3. six ^ ^îïg,/^' '^^^'^■^ limfc— +00 Rk{x) = x; 

4. six ^ ^îïg,A'' 7 ^ ^K, alors 7 o Rk{x) = Rk o -/{x). 

Soit / = p~°°Z n [0; 1[, si i G /, soit e* = (e("))P"*, pour n assez 
grand tel que € Z. Rappelons (voir III. 2], par exemple) que 
tout élément x G s'écrit de manière unique sous la forme: x = 
^jgje*âj(x), oii {cîi{x))i est une suite de qui tend vers 0. On 
en déduit que tout élément x G s'écrit de manière unique sous 
la forme: x = X]jg/[e*]aî(x), 011 {ai{x))i est une suite de qui 
tend vers 0. On pose Rk{x) = X^jgp-fczn/[^']^«(^)- particulier, 
Rk{Ap) C ip~^{Ap). Rappelons que si r est un entier ^ 2, alors 
'B^p = B^Ip/tt''}, et que pour définir les Rk sur B^^ dans III. 2], on 
étend Rk à b|^^ par la formule Rr{Y^ai{p/7r'^y) = ^ iîjt(aj)(p/7r^')*. 
Pour construire les Rk sur B^-gj^, et démontrer la proposition |2.32| , 
on va suivre un chemin semblable. 

Lemme 2.33. Soit r un entier ^ 2. On a Bj^-g p = ris^rB^lp/vr'', vr'^/p} 

Preuve. On va montrer que bJj^ p = Cig-^r'^pip/lTT^], [vf*]/p}, le lemme 
en suit car si r > 1, alors '/r/[7f] est une unité de A"^'^. 

Soit x G Bjjg ^, et n » 0. On peut écrire x = a-\-b, avec a G bJ^^, 



et 6 G (B^Q-m])^'^ 1^ lemme |2.27 . Le lemme 2.29 montre que b 



peut s'écrire b = Y^ bi{ip'^ (io) / pY , où bi est une suite de B^ qui tend 
vers 0. On peut d'ailleurs remplacer u; par n'importe quel élément u 
de A^, tel que les idéaux et de A^ soient égaux. On peut 

notamment écrire x = Cj([7f]^"/p)*, où q est une suite de BJ qui 
tend vers 0. Ceci étant vrai pour tout n ^ 0, le lemme en résulte. 
□ 

Lemme 2.34. Si on étend Rk à Bjlp/vr'", vr^/p}, par 
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alors, si X G B^jp/vr'", vr^'/p}, on a limk-^^oo Rk{x) 



X. 



Preuve. Cela suit du fait que limfe^_(_oo Rk{o.i,j) = d'une part, et 
que aij 0, d'autre part. □ 



Preuve (de la proposition 2.3i). Comme on a défini les applications 

Rk de B^I^/tt'', vr^/p} dans lui-même, et que bJ^^ p = ns^rBj;{p/7r'", /p} 

(par le lemme p. 331) , on en déduit des applications Rk ■ bJ-^ p — > 
bV p. Les deux premiers points de la proposition p.32 sont clairs sur 

la définition pour K = F. Le troisième suit (toujours si K = F) du 
lemme précédent. 

Cela définit dans le cas où K = F. Dans le cas général, 
B^''/b|^'' est une extension de degré ex si r est assez grand. Soient 
Tk/f = Y1(t&Hp/Hk ^' ■L^*J' ™^ base de B^^*^ sur bJ^', et e* la base 
duale pour la forme linéaire (x,î/) i-^ T^/^(xy). Alors, si x G '^IQki 
on a. X = YlTKiF{xe*)ei = ^^^^ G ^IfgF^ pose 

Rk{x) = Rk{o-i)Gi- Comme Rk est B^'^-linéaire, cette définition ne 
dépend pas du choix de la base e^. 

Les deux premiers points de la proposition sont clairs sur la définition. 
On a déjà montré le troisième, dans le cas où K = F, et dans le cas 
général, si on écrit x = Y^^aiei, alors Rk{x) — > x car Rk{ai) — > ai 
pour chaque i. 

Reste à voir que R^ commute à 7 G Fk- C'est vrai sur A^, car 
l'écriture que l'on utilise pour définir Rk est unique. La manière dont 
on a construit Rk montre qu'il en est de même sur bJ-^^. Comme 

7(ei) = Y,9i,jej, avec gij G B^/ , on a Rk{l{ei)) = j{ei) = j{Rk{ei)): 
Rk commute donc à 7 G Fk- □ 

On définit aussi bJ^^ ^ = bJ.^ j^[log(7r)], cet anneau est stable par 

les actions de ip et de Fk étant donné que (/9(log(7r)) = log(99(7r)) = 
plog(7r) + log((/7(7r)/7r^) et 7(log(7r)) = log(7r) + log(7(7r)/7r) et que 
les séries qui définissent log{if{7r) / n^) et log(7(7r)/7r) convergent dans 

Remarquons que si n ^ 1, alors /-«(Bj^g"^) C 



Définition 2.35. On prolonge les Rk en une section ip (B^.-^^ 

ttAm) dans Bll^ 



linéaire de l'inclusion de iç ^(BÎ'^ dans bI'*^ ils com- 



mutent toujours à Fk, et lim^^+oo Rk{x) = x si x Çi Bj^^ xt-*^/^]- 
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3. Application aux représentations p-adiques 

Ce chapitre est consacré à l'application des constructions de la section 
précédente à la caractérisation des représentations p-adiques semi- 
stables (et cristallines) en termes du (93, Ix)-iiiodule qui leur est 
associé. On montre en particulier que si V est une représentation 
p-adique, alors 

D,t(F) = (B^, ^ ®3t^ B\V)[l/t]f'< et 



3.1. Régularisation par le Frobenius 

On commence par établir un résultat de régularisation par le Frobe- 
nius, qui est à la base des applications suivantes. Le Frobenius ip est 
une bijection de B/ sur Bp/ et induit donc une bijection de bJ-^ sur 

Bj-g'' ainsi que de Bj^g sur Bj^^'' puisque (/9(log[7f]) = p ■ log[7f]. 
Lemme 3.1. Soit h un entier positif. Alors 

n+^>-'^^Àt'î'"^'- = Â+ et nt^^ p-^'Âlf^'"' c B+g 

Preuve. Montrons le premier point: comme x G A^'** il s'écrit de 
manière unique sous la forme Ylk^o i^k] et de même p^^x = Yl p'^^^^ [x^] 

Comme p^^x G A^'^ c'est que 

v^{xk) + ^—-{k + hs) ^ 
p — \ 

ce qui implique que 

{k + hs)r 



p** ^{p — 1) 



et donc (en laissant tendre s vers +00) que ve{xi^) ^ ce qui fait 
que X G A+. 

Passons au deuxième point. Pour tout s on peut écrire x = as + bs 
avec as G p~'^*A^'P et bs G B^g. Par le lemme p.l5| on a — 



as_|_i G B+ et d'autre part — Os+i G p~'^(^+^) Â^'P ce qui fait 
que Os — as_|_i G p~'*(*+i)A+ et que quitte à modifier a^+i on peut 
supposer que as = as+i = a. On a alors a G fl^^p^'^^A^'P = A+ 



et donc x G Bt^. □ 
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Proposition 3.2 (Régularisation par le Probenius). Soit r et 
u deux entiers positifs et A ^ yiuxr{^\og)- On suppose qu'il existe 
P e GL„(F) telle que A = Pip''^{A). Alors A e M„xr(B+g). 

Preuve. Soit A = {aij) et Uij = Yln=o^ij,n 

log[7f]". Soit ho £ Z tel 
que p^°P G Mu{Of) et h = ho + d. L'hypothèse reliant ^ et P peut 
s'écrire: 

Piiip~^{aij) H \- Piu^~^ (auj) = Oij Vi ^ n, j ^r 

et comme ip~^{log[Tf]'^) = p"" log[7f]", on en déduit que si aij^n £ 
p^'^Àjjg, alors comme p^^'pik £ Op et ip~-^{aik,n) € p^^ÂlfJ'^, on a 
Ojj.n £ P~^~'^-^lC/^ ■ On itère ce procédé et il en sort que aij^n S 



<Op hs '^AlfJ' . On est en mesure d'appliquer le lemme 3.1 



a 



p'^ttij^n et la proposition suit. □ 



3.2. Représentations semi-stables 
Soient bIIj, = BÎ4^[log(^)] et 



Le théorème L3 montre que ^li„{V) et ^l^AV) sont des bJ. ^- 



et Bj^g ^- modules libres de rang d = dimQp(y). Si M est un Gp- 
module soit M(i) le tordu de M par (twist de Tate). 



Proposition 3.3. On a 



{x G B^, g{x) = x\9)x, G G^} = | 



Ff si i ^ 0; 
sii <0. 



Preuve. Soit V^"' = (B[^g"(i))*^^. C'est un F-espace vectoriel de di- 
mension finie (puisque t„ réalise une injection de Fj" dans (Blp)"-^^ 



K) stable par Probenius et la proposition 3^ implique que V^"' = 
(B+g(i))G^ ce qui fait g que = F. Comme Vi = U+^qV^ cela 



démontre le résultat. □ 



Soit B+{V) = (B+^Q^y)G^, rappelons que U+iV) = (B+^^q^ 
V)'-^^. Si y a ses poids de Hodge-Tate négatifs, alors D^(y) = 
Dst(^) et en général T)st{V) = ^~°'Djjj(F(— d)) pour d assez grand. 
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Proposition 3.4. Si V est une représentation p-adique, alors (Biog^Qp 
V)'^''' est un F-espace vectoriel de dimension finie, et le morphisme 
induit par l'inclusion de Bj|^g dans Bj^g 

D+(y)^(B^ Vf^ 

est un isomorphisme de (if, N) -modules. 

Preuve. Si n e N, alors D„ = (Êj^g" (S)q^ V)^!^ est un F-espace 
vectoriel de dimension finie ^ [K : F]d, car /,„ réalise une injection 
de Dn dans Y)dRiV), qui est un ET-espace vectoriel de dimension finie 

^ d. Si l'on prend [K : F]d+1 éléments de (B|^g(8)Qjj V)'-^^ , ils vivent 
dans Dn pour n » 0, et vérifient donc une relation de dépendance 
F-linéaire. C'est donc que (Bj^g (giQ^ V)'^'^ est un F-espace vectoriel 
de dimension ^ [K : F]d. 

Passons maintenant au deuxième point. Soient vi, - ■ ■ ,Vr et di, ■ • • ,du 
des Qp- et F- bases de V et (B|^g (8)Qp V)'^'^ . Il existe une matrice 

A S Mrxu(Biog) telle que {di) = A{vi) (les (dj) et {vi) sont des 
vecteurs colonnes). Soit P S GLu(F) la matrice de ip dans la base (di) 
(qui est inversible car ip : Bj^g ^log ^^t une bijection). On a alors 
f{A) = PA et donc A = ip~^ {P)ip~^ (A); la proposition 3.2 montre 
que^ G M,x.(B+g) et donc que {Bl^^Q.Vf C {B+^0Q^Vf'< = 
D^(y), ce qui permet de conclure. □ 

Une représentation V à poids négatifs est donc semi-stable si et 
seulement si elle est Bj^g-admissible et elle est cristalline si et seule- 
ment si elle est Bj^g-admissible, c'est-à-dire si elle est Bj^g-admissible 
et que ses périodes sont tuées par N. 

De plus, si les poids de Hodge-Tate de V ne sont pas négatifs, 
alors en tordant V on en déduit que V est semi-stable si et seulement 
si elle est B|^g[l/t]-admissible et elle est cristalline si et seulement si 

elle est Bjjg[l/i]-admissible. 

Proposition 3.5. Si V est semi-stable on a un isomorphisme de 
comparaison: 

B^[l/t] ®F Dst(F) = BÎ„g[l/t] V 
Preuve. Ceci résulte du fait que dans ce cas on a déjà: 



B+g[l/t] (^F Dst(F) = B+g[l/t] V 

logL 



il suffit alors de tensoriser les deux membres par B|^^[l/t] au-dessus 
deB+g[l/t]. □ 
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Théorème 3.6. Si V est une représentation p-adique, alors 

J^stiV) = {nl^{V)[l/t]f- et Den.(F) = (DÎ,g(y)[l/t])^- 

Notamment V est semi-stable (respectivement cristalline) si et seule- 
ment si (DjQg(y)[l/t])^^ (respectivement (Djjg(l/)[l/t])^^ j est un 
F -espace vectoriel de dimension d = dimQp(y). 

Preuve. Le deuxième point est une conséquence immédiate du pre- 
mier. Ensuite comme Dj^g (y) [1/t] C {Blg[l/t]^QpV) (et que Dtg(F)[l/t] C 

(Bjig[l/t]®Qpy)) les résultats précédents montrent que (D|'^g(y)[l/t])^^ 
(respectivement (Djjg(l/)[l/t])^^) est inclus dans Y)st(y) (respective- 
ment dans Dcris(V^))- 

Montrons donc que T^stiV) C {'Dl^{V)[l/t])^'< , et que Dcris(^) C 
(Dl^{V)[l/t])'^'<. Il suffit de s'occuper du cas semi-stable car le cas 
cristallin en suit en faisant A'' = 0. Soit r = dimir(Dst(^)). On peut 
supposer (quitte à tordre) les poids de Hodge-Tate de V négatifs 
puisque l'on a inversé t partout. On sait qu'alors Y)st{V) = (^Lg ®Qp 
Vf'< et de plus (bI^ V)"^^' = B^^g^^ (^^t^^ B^{V) puisque 

D^(y) a la bonne dimension. On en déduit que si l'on choisit une 
base {cj} de D"l'(l/) et {di} une base de T)st{V), alors la matrice 
M E MrxdÇBi^^ j^) définie par (di) = M{ei) est de rang r et vérifie 

'^k{M)G — m = oii g € GL(i(B]^) est la matrice de dans la 
base {cj}. 

Les opérateurs Rm introduits au paragraphe |2]^ sont Bj^g ^-linéaires 
et commutent à Fk (voir la proposition p.32| et la définition |2.35| ) 
ce qui fait que 7i^(iîm(M))G - Rm{M) = 0. De plus^iîm(My^ 

M et si M G M,xd(B[;^), alors Rm(M) G M,xd(B|;;'^). Soit 
N = ip'^{Rm{M)). On a alors 7i^(iV)(/7™(G) = et comme les ac- 
tions de ip et Fk commutent sur Djjg(l/) on a ^{G) = '^k{P)GP~^ 
{P est la matrice de ip et est inversible car ip est surconvergent et 
B^ est un corps) ce qui fait que si Q = Lp'^~'^{P) ■ ■ ■ if{P)P, alors 
ip"^{G) = jk{Q)GQ-^ et donc jk{NQ)G = (NQ). La matrice NQ 
détermine r éléments de Diog(^) fixés par jk- H reste à 

montrer que ces éléments sont libres sur F quand m est assez grand. 
Mais comme Rm{M) M, la matrice NQ va être de rang r pour m 
assez grand (puisque M est de rang r) et donc déterminer un sous- 
module libre de rang r de Dj"^g(F). A fortiori le F -espace vectoriel 
engendré par les éléments déterminés par NQ va être de dimension 
r et donc égal à Dst(T^). □ 
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Proposition 3.7. On a les isomorphismes de comparaison suivants: 

1. siV est une représentation semi-stable, alors 

Dt(y) ^gt^ Bl^^j,[l/t] = Dst(y) ®F BLg,^[iA] 

2. si V est une représentation cristalline, alors 



5*^ de plus V a ses poids de Hodge-Tate négatifs, alors DstiV) C 



Preuve. Encore une fois on ne s'occupe que du cas semi-stable, le 
cas cristallin s'obtenant en faisant = 0. On peut supposer que V 
a ses poids de Hodge-Tate négatifs car cela revient à multiplier par 
une puissance de t le terme de gauche. On sait qu'alors Y)st{V) C 
BLg,x ^B^^^HV) et que 



ce qui montre que si l'on choisit des bases {di} de Dst(l^) et {cj} de 



D"f(y), alors (ei) = B{di) avec B G Md(Bj" la proposition 



3.6 implique d'autre part que (di) = A{ei) avec A G Md(BÎ 



log,KL 

de plus AB = Id. On peut alors appliquer l'opérateur Rq qui est 
Bj^g j^[l/t]-linéaire pour trouver AR(j{B) = Id ce qui fait que B = 

Ro{B) et que B a donc ses coefficients dans B[Qg^[l/t] et ^ S 

GL(;(B|^g Ceci permet de conclure. □ 

Remarque 3.8. Les coefficients d'une matrice de l'isomorphisme de 
comparaison sont très liés à l'exponentielle de Perrin-Riou [p8|,p9|, 
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Proposition 3.9. Soit V une représentation semi-stable et soit M 
la matrice de passage d'une base de T)st{V) à une base de Y)^{V). 
Alors il existe r € Z et X £ b|^ tels que det(M) = Af. 

Preuve. Le déterminant de la matrice de passage est égal au coeffi- 
cient de la matrice de passage pour le déterminant de V et il suffit 
donc de montrer l'assertion en dimension 1. Une représentation semi- 
stable de dimension 1 est cristalline et est donc de la forme ujx^ où 
Lo est un caractère non-ramifié et x est le caractère cyclotomique. 
La période de uj est alors un élément j3 G W{k), ce qui fait que 
Dst(F) = F ■ et Dt(y) = b|^. • (3 d'où le résultat. □ 
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3.3. Représentations cristallines et représentations de hauteur finie 

Dans ce paragraphe, on se place dans le cas K = F et V est une 
représentation cristalline de G p. On dit qu'une représentation di- 
adique V de Gp est de hauteur finie si D(y) possède une base sur 
Bf formée d'éléments de T)~^{V) = (B+ V)^''. Un résultat de 



Fontaine ||2J] (voir aussi [16, 111.2]) montre que V est de hauteur finie 
si et seulement si D(y) possède un sous-B^-module libre de type fini 
stable par if de rang égal k d = dimQp(y). L'objet de ce paragraphe 
est de démontrer le résultat suivant: 

Théorème 3.10. Si V est une représentation cristalline de Gp, alors 

V est de hauteur finie. 

Preuve. Fixons une base {ci} de Dt(y) ainsi qu'une base {di} de 
Dcris(^)i et soit U la matrice de passage de l'une à l'autre c'est-à- 
dire que (ej) = U{di). La matrice U est à coefficients dans B^j^ 
De plus si l'on remplace V par 1^(1), alors on peut remplacer di par 
t-^di{l) et donc U par tu ce qui fait que quitte à tordre suffisamment 

V on peut supposer que U est à coefficients dans bJ^^^, ce que l'on 
fait maintenant. Soit B^g p l'anneau des séries formelles ^^^g o-k"^^ 
où Ok & F et Ylk^o'^kX'' est de rayon de convergence 1 (c'est-à-dire 
qu'elles convergent sur le disque ouvert de rayon 1). Nous aurons 
besoin d'un résultat de Kedlaya [^, 5.3] (la formulation originale de 
Kedlaya est U = VW mais on s'y ramène en transposant): 

Proposition 3.11. Si U est une matrice à coefficients dans B^j^^, 
alors il existe V dans Id+7rM(i(B^g p) et W dans MdÇs'^p) telles que 

U = wv. 

Remarquons qu'on a nécessairement det(VF) 7^ et comme B^ 
est un corps cela implique que W est inversible. Soit P la matrice 
de If dans la base {ci} (qui a ses coefficients surconvergents), D la 
matrice de ip dans la base {di} (qui est donc à coefficients dans F) et 
G la matrice de 7_f (un générateur de Fp) dans la base {ci} (elle est 
aussi surconvergente). Un petit calcul montre que, si {fi} est la base 
de D"^(y) déduite de {ci} par (fi) = W~^{ei), alors: 

Mat|jj((/p) = ip{V)DV-'^ = ip{W-^)PW 
Maty^yi-fp) = jp{V)V-' = jf{W-^)GW 

Les coefficients de la matrice ip{V)DV^^ sont dans Frac B^t^^ p. D'autre 

part les coefficients de ip{W~^)PW sont dans b]^. On en déduit que 
dans la base {fi}, la matrice de ip a ses coefficients dans FracB^Jr^^ 
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d'une part et dans d'autre part. C'est donc [|ï^, 11.12] que Mat^j. -^{ip) € 
Md(FracB+). 

De plus si V = det{V), alors det(Mat|jj(v?)) = ip{v) det{D)v-^ et 
comme V G Id +7r M(i(B^g ^) on a t> G 1 + vrB^g^. Les coefficients 
de Mat{j-}((/3) n'ont donc pas de pôles en zéro ce qui fait qu'il existe 
A G B^ non-divisible par tt tel que A Mat{jj(99) G Mrf(B^). Pour les 
même raisons, Mat|j.}(7ir) G M^ÇFiac'B^). 

Soit D le B^-module engendré par les fi. On vient de voir que 
X<ç{D) C D où X £ B^ n'est pas divisible par vr et que le Frac(B^)- 
module engendré par D est stable par Fp. 

Lemme 3.12. Si D est un ^~^-module libre de type fini tel que le 
Fvac(Bp) -module engendré par D est stable par Fp et X G BJ — vrB^ 
est tel que Xip{D) C D, alors il existe D' d D un sous-module libre 
de type fini stable par (p et Fp qui est de rang maximal. 

Pour montrer que la représentation V est de hauteur finie il suffit 
donc, grâce au résultat de Fontaine, de montrer le lemme ce que nous 
faisons maintenant. Le lemme est démontré dans [p!6| (c'est la réunion 
des énoncés III. 8 à III. 15) mais l'une des étapes utilise de manière 
cruciale que k est fini et il nous faut la contourner 0. 

On va d'abord montrer que l'on peut supposer que Fp{D) C D. 
Soit G = (7f); on renvoie à la conséquence du corollaire III. 15 de 



|16| pour la construction, sous l'hypothèse que le Frac(Bj;)-module 
engendré par D est stable par Fp, de q,/3 G B^ tels que pour tout 
7 G G on ait ^{aD) C I3D. Comme 7(7r)/7r est inversible dans BJ, 
on peut supposer que vr ne divise pas a; en effet, l'inclusion aD C I3D 
implique que si tt divise a, alors tt divise (3. Soit alors G ■ aD le sous- 
Bj-module de I3D engendré par les ^{ad) où ^ £ G, d G D. Comme 
BJ est noetherien (car principal), comme PD est de type fini, et 
comme G ■ aD est réunion croissante de sous-modules de type fini de 
PD, c'est que G ■ aD est en fait réunion d'un nombre fini de 'y{aD). 
Il existe donc n G N et 71, • • • & G tels que G ■ aD = ^ ^{{aD). 
De plus G ■ aD est stable par G et donc par continuité il est stable 
par Fp. Ensuite comme X(p{D) C I? on a Xa ■ ip{aD) C aD. Soit 
ji = \Yi=ili{Xa)., on voit que fnp{'~fi{aD)) C ji{aD) pour tout i et 
donc que fJ-^p{G ■ aD) C G ■ aD et que vr ne divise pas /u. Ceci montre 
que l'on peut se ramener au cas 011 D est stable par Fp. 



^ Il s'agit du lemme III. 9. On remarquera d'ailleurs que ce lemme aurait plutôt 
dû être énoncé de la manière suivante: "Soit M un Ji'^ -module hbre de rang fini 
muni d'une action de F tel que le FiacJi'^ -module M ®g+ FracBj- soit muni 

d'une action de commutant à celle de F et telle qu'il existe a £ N tel que l'on 
ait ip{M) C ■ïï~°'M . Alors Lp{M) C M." C'est cet énoncé qui est démontré et 
utilisé dans la suite de |l6|. 
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On suppose donc maintenant que D est un B^-module libre de 
type fini stable par Fp et que A € — vrB^ est tel que \<ç{D) C D. 
L'idéal / des 8 G B^ tels que ô(p{D) C D est stable par Fp et 

par III. 8] il est de la forme (tt" HILo '/'*('?)^')- P^^^ comme 
A G / et que vr ne divise pas A c'est que a = 0. Soit alors a = 
^/3o+ - +/3ng,/3i+---+/3n . . . Uu pctlt calcul montre que ip{aD) C 

aD et que aD est stable par Fp. On peut donc prendre D' = aP 
et ceci achève la démonstration du lemme et donc du théorème |3.10| . 
□ 

3.4- Une autre définition de Djig(V^) 

L'objet de ce paragraphe est de montrer qu'il existe un anneau B^j^, 
tel que Til^{V) = (bJ^^^q^ F)^^. On pose B^^ = B^^^^^^^^BI Le 
reste de ce paragraphe est consacré à la preuve de quelques propriétés 
de Bjig, et du fait que Dtg(y) = (bJ^^ Oq^ 1/)^^. Ces résultats ne 
sont pas utilisés dans la suite de l'article. 

Lemme 3.13. On a B^^ j^ = B^^ ^ B^^. 

Preuve. Voir la démonstration du lemme 4.1 de [Q]. □ 

Corollaire 3.14. On a b]-^ = B^^ j^ O^t^ Bt. 
Proposition 3.15. On a (Bjjg)^^^ = B^^ j^. 

Preuve. Comme B^p est un corps, il existe une base {ca} de ^ 
sur B^. Soit X € Bjjg, il s'écrit de manière unique x = Y^ ^a^a, avec 
Aq G B^. Si est fixe par Hk, c'est donc (comme les ea sont fixes 
par Hk) que Aq, G (B^)-'^^ = B^. Le lemme en résulte. □ 

Lemme 3.16. L'application naturelle bI- p (g)„t B^ dans BÎ- est 
injective. 

Preuve. Soit A; ^ 1, ayant la propriété suivante: c'est le plus petit 
entier tel qu'il existe Ai, • • • , A^ G B^^^ et 6i, • • • , 6/^ G B^, tels que 

Y,i hh = dans B^g, avec X] Aj (g) 6^ / 0. 

Alors, si /i G Hp, on a Yli \h{bi) = 0, et donc, Xi{h{bi/bi) — 
bi/hi) = 0. Par l'hypothèse de minimalité sur /c, h{bi/bi) — bi/bi = 0, 

et donc bi/bi G B^. On a alors Yl,i^i^i/^i — 0) ^t donc finalement. 
Ai (g) 6i = 6i (g) (Xli ^ih/bi) = 0. L'application bJ^^^^ (g^t B^ dans 

bJ. est donc injective. □ 
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Proposition 3.17. On a un isomorphisme Dj;g(F) = (B^jg 

Preuve. Comme F = B'^ (g)gt il suffit de montrer que 

Dtg(1/) = (Bjig «jgt Dt(y))^^. Comme Dt(y) est un Bj^-module 
libre de rang d, on a: 

□ 



Remarque 3.18. Si l'on pose B^ = Bjjg[log(7r)], alors 0^(1/) = 



4. Propriétés de B^jg 

L'anneau B^^g^ est isomorphe (canoniquement si = F) à l'anneau 
de Robba utilisé dans la théorie des équations différentielles p-adiques. 
Ce chapitre est consacré à la démonstration de quelques unes de ses 
propriétés relatives à l'action de Fk'. on définit aussi des opérateurs 
différentiels qui seront utiles pour la suite. Enfin, on montre un théorème 
de structure pour les modules sur l'anneau de Robba. 



4.1. L'opérateur V 

Dans ce paragraphe, 7 est un élément de Fk et «(7) = Vp{l — x{l))- 
On suppose que 71(7) ^ 1 et que r ^ Tn^x)- 

Lemme 4.1. Si I = [r;s] est un intervalle fermé de [r;+oo[, alors 
il existe n{I) G N, tel que pour x G Bj-g^, on ait Vi{{l — j)x) ^ 
Vi{x) + 1 dès que n{'y) ^ n{I). 

Preuve. Par densité et linéarité on se ramène au cas où x = tt^ avec 
k eZ. Alors si A; ^ 



TT 
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et sinon 

^,(^-k\ -k -k ( '^K 

TTK 




+ 1 



Comme on a Vi{xy) ^ V/(x) + Vi{y) (voir la remarque ^^ ), le lemme 
résulte du fait que Vi{'^{'Kk) /t^k — 1) ^ 1 si 77,(7) ^st assez grand; en 
effet, '^{'ïïk)/t^k — 1 tend vers quand 7 tend vers 1. □ 

Si / = [r; s], soit r anneau des séries formelles en -kk qui 
convergent sur la couronne de rayons intérieurs et extérieurs a{K,r) 
et a{K^s). Le lemme précédent montre que si 7 est assez proche de 
1, la série d'opérateurs 

log(7) _ 1 y (1-7)" 

log(x(7)) log(x(7)) n 

converge vers un opérateur continu V/ : bJ-^^ — > Bj^, et un petit 

argument de séries formelles montre que log(7)/log(x(7)) ne dépend 
pas du choix de 7. Notamment V i^{x) = V j^ix) si 1^ = [r; s^]. On en 

déduit que la valeur commune des V i{x) appartient à bJ-^^, et que 
l'opérateur x 1— > V(x), où V{x) est la valeur commune des V i{x), est 
continu pour la topologie de Fréchet. 

De même, si 7 est assez proche de 1, alors la série d'opérateurs 



log(7) 1 V- (1 - 7) 



n-l 



log(x(7))(l -7) log(x(7))^ ri 



converge vers un opérateur continu V/(l — 7) : bJ-^^ Bj^, et un 
petit argument de séries formelles montre que 

V 1-7 V 



l-^K 1-7X I-7 

ne dépend pas du choix de 7 et définit aussi un opérateur de Bjjg ^ 
dans lui-même, continu pour la topologie de Fréchet. Il est clair que 

(l-7^)-^ = V. 
1 - 7i^ 



Lemme 4.2. La restriction de V à Bj-^^ vérifie V = t-d où d{x) = 
(1 + 7r)dx/diT. 
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Remarque 4-3. Attention au fait que ces notations ne sont pas com- 
patibles avec Ce qui est noté d chez nous est noté V dans |^. 

Preuve. Dans Q il est démontré que l'image de B^j[" par Ln = if 
dans Bjj^ est contenue dans i^n[[i]] si n ^ n{K). L'image par ip~^ de 
Bjjg"^ a la même propriété par continuité. Comme (^~" est injectif 
et que V, td commutent à il suffit de montrer que V — td est nul 
sur -fCnll^]] ce qui est évident. □ 

Montrons que d est presque surjective: 
Proposition 4.4. La connexion d réalise une surjection 

^- ^lig,K + ^ • ^og{TTK) dans Bjig^^; 
2. de B|^g ^ dans lui-même. 

Preuve. Tout d'abord si sk est l'indice de ramification de Koo/Foo, 



cu±>^±o / '^'if) série surconvergente ce qui fait que B|^g ^ — 

B^jg ^[log(7r/f )]. Rappelons que b]^ est un corps, et on peut donc se 
fixer r ^ r^iK) fel que 9(7r/f) et l/d{7rK) appartiennent à bJ^'^. 

rig,- 



Soit F{tTk) g Blf j^. Posons F{TTK)/d{TTK) = E 

a„7r^, alors 



^ n + 1 TTx 

n^— 1 



^1 E ^^vr^-^^ + ^-iM-x 



rig,K 



ce qui montre que F{tïk) = dG{TïK) avec G{'ïïk) £ bV ^-|-F-log(7rft') 
pour s > r. 

Ensuite la formule 



ô(G,(7rA0W(^x)) = 

{dGj){TTK)dTTK log^(vrii-) + Gj(7ri^)jlog^"^(7ri^)a7r/c/7ri^ 

montre que le (1) de la proposition implique le (2) par une récurrence 
immédiate. □ 

Remarque 4-5. Si d{y) = x et x G Bj^g^, alors on ne peut pas dire 
que y E bJ^^ ^ mais en revanche y G b]^* ^ pour tout s > r. 

Les trois lemmes suivants seront utiles par la suite. 
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Lemme 4.6. Soit x G B^j^ tel que pour tout n ^ on ait x E 
^"-i(ç)BÎ:^V- Alors x G 



Preuve. Soit s = rn„ tel que x € ((0"~^(g)Bjjg"^ pour tout n ^ ng. 

Rappelons que bJ-* ^ s'identifie (non canoniquement) à un anneau 

de séries formelles en ttk- Soit Qui^^x) = 'p"'^^{<l)- On a Bj^j^^ n 

(/?"'~-^(g)B|;jg"^ = 'P"'~^ {q)'Blil^K ^^"6 divisible Qui^^K) si 

et seulement si les zéros de la première ont un ordre ^ à ceux de la 
seconde, ce que l'on peut vérifier localement. De même, comme les 
<p"'~^{q) sont premiers entre eux, l'hypothèse du lemme est équivalente 
au fait que, pour tout n ;» 0, on ait x G 99"(7r)/(^"°~^(7r)BV ^ = 

(^"'(7r)Bjjg ^ puisque (/?"'°~^(7r) est inversible dans bV^. On peut 
donc écrire x = (7r)p~'*a;„ et on va montrer que la suite {xn} con- 
verge dans bV ^. Les Xn G bV „ vérifient la relation: 

11g, XV 11g, rv 



(Xn - Xn+l) + Xn+i ( 1 ) = 



et donc 



P 

On en déduit que si / est un intervalle contenu dans [s; +oo[, alors 



Vi{Xn - Xn+l) = Vi Xn+l 1 - 



^ Vi{Xn+l) +Vi[l- 



P 

if^iq) 



P 



On se fixe I un intervalle compact et comme lim„^+oo Vj{l—ip"'{q) /p) = 
+0O sur toute couronne du type {\z\ G /}, on peut supposer que 
Vi{l — ^^{q)/p) > pour n assez grand. Alors l'inégalité ci-dessus 
montre que Vi{xn-Xn+i) > Vi{xn+i) et donc que F/ = Vi{xn+i)- 
Les Xn ont donc tous la même valuation pour n assez grand. Enfin 
l'inégalité ci-dessus et le fait que lim„^+ooV7(l — = +oo 

impliquent que lim„_»+oo Vf (a;„ — Xn+i) = +oo et donc que la suite 
Xn converge. 

Ceci étant vrai pour tout /, la suite Xn converge pour la topologie 
de Fréchet vers une limite y G B^^-g ^ et un calcul immédiat montre 
que X = ty. □ 
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Remarque 4- 7. On peut aussi dire que xt ^ est une fonction méromorphe 
sans pôles, et cela la force à être tiolomorphe, c'est-à-dire que xt~^ € 
Cela suit de résultats généraux de Lazard 1 34 1 sur les fonctions 



B 



vig,K 

analytiques, que l'on trouvera dans le paragraphe suivant. 



Proposition 4.8. Soit r > et n ^ n{r). Alors 

ker{e o cn : B^^j, - C^) = ^-'{q^Q^K 



ker(0 o : Bl^^ ^ C^) = ^''-'{q)Bll 



rig,K 



Preuve. Le premier point est une conséquence immédiate de 2.17 



Pour le deuxième si x G bV ^ est tel que 9 o = 0, alors x = 

'p"'~^{q)y avec y G et alors x = (p"'~^{q)Ro{y) ce qui fait que 

y = Ro{y) et donc que y G bJ^^^^. □ 



Lemme 4.9. Si r > et n ^ n{r), alors l'application injective 
0o,„:BÎ4^/(^"-i(g)^K„ 

est une bijection. 

Preuve. Étant donné que '/'"~^('?)Bj-g fl bJ-^ ^, = ip"'~^ {q)'BlQ p , 
l'extension de corps bJ-^ sur BlQp/(f"'~^{q) est de degré 

La proposition est triviale dans le cas K = F (on a déjà bJ-^ p/ 1/?""^ (g) = 

i^n), et dans le cas général, elle résulte alors du fait que bV j^/ip"'^^{q) 
est une extension de Fn de degré ex = [Kn : Fn\ pour n ^ 0. □ 



4.2. Modules sur B^ k 

ilg, jV 

On établit ici des résultats techniques qui serviront à démontrer un 
résultat sur la structure de Djjg(y) quand V est de de Rham. 

Soit s G R, tel que n{s) ^ n{K). L'anneau bJ-^ ^ est muni 
de sa topologie de Préchet, définie par les {V/}, et si M est un 
Bj-g ^-module libre de rang d, alors le choix d'un isomorphisme M = 

(Bjjg permet de munir M d'une topologie. Le théorème de l'image 
ouverte pour les espaces de Préchet montre que cette topologie ne 
dépend pas du choix d'une base de M. L'objet de ce paragraphe est 
de montrer le théorème suivant et son corollaire: 
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Théorème 4.10. Soit M un ^^.l^ -module libre de rang fini d, et 
N C M un sous-module fermé pour la topologie de Fréchet de M , tel 
que 

AT^gt.. Frac(Bj4^) = M®3t.. Frac(BÎ4^). 
Alors N est libre de rang d. 



Corollaire 4.11. Soit M un Bj-g^-modu/e libre de rang fini d, et 
N C M un sous-module fermé pour la topologie de Fréchet de M. 
Alors N est libre de rang e ^ d, où 



Ces deux résultats sont, apparamment, bien connus des experts, 
mais nous en reproduisons la démonstration pour la commodité du 
lecteur. La démonstration va nécessiter quelques résultats préparatoires 



sur la structure de bJ-*^. Ces résultats se trouvent dans ||ï,34,ll|, 

moyennant une identification de l'anneau B^-g ^ à l'anneau des séries 
formelles convergeant sur la couronne C{Is) = {x £ Cp, a{s,K) ^ 
\x\p < 1}, avec a{s,K) = p~^I^KS_ gj j intervalle de [0;1[, 

soit B^ r anneau des séries de Laurent à coefficients dans F, qui con- 
vergent sur la couronne = {x G Cp, \x\p € /}. On fixe une 

identification B J-^ ^ = B^ . 

Proposition 4.12. Soit I un intervalle de [0;1[. L'anneau Bj^ a 
alors les propriétés suivantes: 

1. si I est un intervalle compact, alors B|^ est un anneau principal; 

2. tout idéal de type fini de B|^ est principal ( c 'est donc un anneau 
de Bezout); 

3. tout idéal fermé de B^ est principal; 

4- toute fonction méromorphe f G Prac(B^), qui n'a pas de pôles, 

est en fait holomorphe, c'est-à-dire que f € B|^; 
5. toute matrice à d lignes et e colonnes, M G Mrfxe(B^), peut 

s'écrire M = Pdiag{fi)Q où P e GLd(B|^), Q G GLe(B|^) et 

diag(/j) G Miixci^x) nulle sauf sur la diagonale, et fi \ ■ ■ ■ If^. 

En d'autres termes, B^ admet une théorie des diviseurs élémentaires. 

Preuve. Pour les 4 premiers points, on se reportera à l'article de 
Lazard |3j]. Pour le cinquième point: on commence par montrer que 
Bj^ est un anneau adéquat, c'est-à-dire que B^ est un anneau intègre 
oii tout idéal de type fini est principal, et qui vérifie la condition 
technique suivante: pour tous a, 6 G B^, on peut écrire a = ai ■ a2 
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avec (ai ,b) = 1 et {as ,b) ^ 1 pour tout 03 qui divise 02 (et qui 
n'est pas une unité). C'est une conséquence des résultats de [^], qui 
permettent de construire des fonctions holomorphes dont l'ensemble 
des zéros est fixé à l'avance. Le (5) est alors une conséquence directe 
de Theorem 3]. □ 

Enfin, on aura besoin du lemme suivant: 

Lemme 4.13. Soit M un B^j^ -module, libre de rang d, et M' d M un 
sous-module de type fini. Alors M' est libre de rang ^ d. Si M'(8)„t,s 

Frac(Bj^) = M (8>„t,3 Frac(B^), alors M' est libre de rang d. 

Tig,K 

Preuve. Si l'on exprime les coordonnées d'une famille génératrice de 
M' dans une base de M, c'est une conséquence immédiate de la 
théorie des diviseurs élémentaires. □ 



Preuve (du théorème 4. IL). La démonstration est largement inspirée 
de IQ. Soit donc M un B^-module libre de type fini, et C M 
un sous-module fermé. Soit e ^ d. Si / est un intervalle compact, 
soit Q{e,I) l'ensemble des (ni, • • • ,ne) € A^*^ qui engendrent le Dé- 
module ®gt,3 B^. On remarquera que si / est fermé, alors Bj^ 

rig,K 

est principal, et donc N ®„^,s Bj^ est un B^-module libre de rang 



fini ^ d. Comme 



iV^gt,. Frac(BÎ;^^) =M®gt,. Frac(BÎ4^), 

alors N ®^],s Bjl^ est en fait un Bj^-module libre de rang égal à d. 

Montrons premièrement que G{e,I) est non-vide: comme l'anneau 
Bj^ est principal, il existe n'^, • • • ,n'^ ^ A^<8>gt,3 Bj^ qui forment une 

rig,if 

base de N (Kigt.s B^. On a = ^ ^ijPj où Ojj G B^, et pi, ■ ■ ■ pf 

rig,K 

est une famille de A^. Le bV ^-module engendré par les pi est un 
sous-module de type fini de M, il est donc libre de rang d, de base 
qi, - • • ,qd- Il n'est pas difficile de voir que les qi forment une base de 
N^^^,s B^ sur B^ et donc que G{d,I) est non-vide. Ceci implique 

rig,/f 

que G{e,I) est non-vide pour e ^ d. 

Montrons ensuite que Ç(e, /) est un ouvert de N^. Comme G{d, I) 
est non-vide, on peut se fixer (ni, • • • , Ud) G G{d, I). Soit (pi, ■ ■ ■ ,Pe) G 
G{e, I), et P la matrice des pi dans la base nj. Comme bJ-^ ^ admet 
la théorie des diviseurs élémentaires, on peut écrire P = ADC, mec 
A G GLe(Bj^g_^), C G GLdiBlf^ j^), et D nulle hors de la diagonale. 
La matrice A induit un homéomorphisme de A^^. Quitte à modifier la 
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base rii par C, et à faire le changement de coordonnées sur A^*^ induit 
par A, on se ramène à supposer que pi = aiiii et pi = si i d + 1. 

Soit Q la matrice dx d des ai avec i ^ d. Par hypothèse, det{Q) S 
(B^)*. Or l'ensemble des R € Mf;(BV^) dont le déterminant vérifie 
det(iî) € (B^)* est ouvert (le déterminant est une application con- 
tinue et (B]^)* est ouvert dans B^, puisque, I étant compact, B^ 
est une algèbre de Banach) et contient Q. L'ensemble des (ri, • • • , rg) 
obtenus via (rj) = P{ni) est ouvert et contient (pi,-- - ,Pe)> Si l'on 
prend pour P toutes les matrices e x d telles que: 

1. le déterminant de la matrice dx d des d premières lignes de P est 
inversible dans Bj^; 

2. la matrice e — dx d des e — d dernières lignes de P est quelconque. 

alors l'ensemble des (ri, • • • ,re) obtenus via (rj) = P{ni) est ouvert 
et contient (pi, ■ ■ ■ ,Pe)- Ceci montre que Q{e,I) est ouvert. 

Montrons enfin que si e ^ 2d, alors Ç{e,I) est dense dans N^. 
Soient (ni,-- - ,nrf) G ^(d, /), et (pi,-- - ,Pe) G Comme aupar- 
avant, la théorie des diviseurs élémentaires permet de supposer que 
Pi = Oiiii et Pi = si i d + 1. Soit n > 0, et qi = pi pour 1 ^ i ^ d, 
Qi = p""n'i-d pour d -)- 1 ^ î ^ 2d, et (/j = si i ^ 2d + 1. La famille 
(gi) est une famille génératrice de N ^„^,s B^, aussi proche de (pi) 

Tig,K 

que l'on veut (le choix de n est libre). 

L'ensemble Q{2d, I) est donc un ouvert dense de A^^'^, et comme 
est un fermé d'un Fréchet, c'est un métrique complet: il a la propriété 
de Baire. L'intersection 

n^»o^(2d, [r;l-l/n]) 

est donc dense dans N'^'^, et notamment non- vide. Soit {n[, ■ ■ ■ ^n^^ 
dans l'intersection. Le sous B V ^-module de engendré par les 
est de type fini et C M, il est donc libre de rang d, engendré par 
ni, • • • ,nrf. On voit que ces rii sont une base de A^ i8'gt,s B^ pour 

rig,K 

tout /. Soit n ^ N. On peut donc écrire n = X]f=i ^inj avec ai G B^. 

' lis 
Par unicité, on a aj € nB]^ = Bj,jgj^. 

Le module A^ est donc libre de rang d, étant engendré par les rii. 

□ 



Preuve (du corollaire UjJÀ)- Soit Q = N (8'T,t,s Frac(B!j'^ ) n M. 

rig,if ilg:"^ 

Montrons que c'est un B^.-^ ^-module libre de rang e ^ d. On a une 
suite exacte — >■ Q ^ M — > M/Q — >■ 0, et par construction, M/Q 
est sans-torsion: c'est un module de type fini et sans torsion, donc 
cohérent, ce qui fait L2 exercice 11] que Q lui-même est cohérent. 
Comme il est de type fini, le lemme [1.13 montre qu'il est libre de 
rang fini e. 
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Ensuite, il est immédiat que N Ç^„^,s Frac(Bj-g k) ~ Q ^b^-" 
Frac(BV^), et on peut alors appliquer le théorème 4.10| . □ 



5. Structures différentielles sur les (y?, /x)-modules et 
monodromie p-adique 

Dans le chapitre précédent on a fait l'étude de (Bjjg j^, V). Ce chapitre 
est consacré à la construction de l'équation différentielle associée à 
une représentation F, qui est un module à connexion au-dessus de 
(Bjjg^,V). On donne ensuite des applications aux représentations 
semi-stables, à la théorie de Sen, et à la caractérisation des représentations 
de de Rham. Comme conséquence de cela, on démontre la conjecture 
de monodromie p-adique. 



5.1. opérateur Vy 

Dans tout ce paragraphe, V est une représentation p-adique de Gk- 
Rappelons que l'on a posé DÎ- (F) = BÎ- ^ 'D'^iV) et no- 

tamment que Dtg(y) C (B^g (g)Q^ F)^^ = B^g^^ (g)gt^ Dt(y). Le 

lemme de régularisation par le Frobenius montre qu'on a (Bjjg)'^^^ C 

(■^rig)*^^^ = Qp et donc que l'on peut récupérer V par la formule 

On choisit une base {cj} de D1"(F) et on prolonge les opérateurs 
à ^rig,i^ '^B^^ par RmiY, ® ^j) = ^i2m(Ai) (g) Ci. Comme 

Rm est B^^-linéaire, le prolongement ne dépend pas du choix de la 
base {cj}. Nous aurons besoin du résultat suivant qui est un corollaire 



immédiat de la proposition 2.17 



Lemme 5.1. Soit r > et n ^ n{r). Alors 

ker(0 o : DÎ;;(y) ^ Cp V) = ip''~\q)l^X{V) 
ker(0 o : Ti^^'\V) ^ Cp V) = (/p"-i(g)Dt''^(y) 

Preuve. La proposition p.l7| montre que si 6* o iri{x) = 0, alors x = 
(/7"-^(g)yavecy G bJ. A-^gt dJ- (F). On a alors a; = ip"^'^ (q) Roiy) 

et donc y = Ro{y) G Dtg(y). Enfin pour le deuxième point il suffit 
d'utiliser le fait qu'un élément de bJ^'^" divisible par (f^^^iq) dans 
Brig> l'est dans B^*"". □ 
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On va munir Djjg(l/) d'une connexion Vy au-dessus de (B^jg ^, V), 
c'est-à-dire d'un opérateur Vy tel que Vy(A-j;) = V(A) -x+A- Vv(a;). 
On se fixe une base {cj} de Y)^V) et si x S Djïg(^) s'écrit 

X = Yl^i® ^^^c ^ -^rigA'i ^'loi's OU pose (si / est tel que 
r e /): Vi{x) = \niiVi{xi). La définition dépend de la base mais 
pas la topologie définie par les Vi qui est équivalente à la topologie 
induite sur Djjg(y) par Bjjg (g)Qp V , et Djjg(y) est complet. Dans 

cette partie 7 est un élément de Fk et 71(7) = Vp{l — xil))- On 
suppose que 77.(7) ^ 1 et que r ^ 

Lemme 5.2. Si I = [r; s] est un intervalle fermé de [r; +oo[, alors il 
existe n{I, V) G N, tel que pour x S Dj-g(F), on ait V/((l — 7)0;) ^ 
Vi{x) + 1 dès que 72(7) ^ n{I,V). 

Preuve. Si y G D"^''"(y), alors V/((l — 7)7/) ^ Vj{y) + 1, quand 77,(7) 
est assez grand, puisque l'action de Gk est continue. On se fixe 77(7) 
tel que Vi {{l — 7)6^) ^ V/(ei) + 1 pour tout i et le lemme résulte alors 
du lemme |4.1| (le cas de la représentation triviale) puisque 

(1 - 7)(xi O et) = (1 - 7)xi (g) 7(ei) + (g) (1 - 7)ei 

□ 

Si I = [r;s], soit l'anneau des séries formelles en ttk qui 
convergent sur la couronne de rayons intérieurs et extérieurs a{K, r) 
et a{K,s). Le lemme précédent montre que si 7 est assez proche de 
1, la série d'opérateurs 

log(7) _ 1 ^(1-7)" 



log(x(7)) log(x(7)) n 
converge vers un opérateur continu Vjy : Dr-g(^) —>■ ^lig{V)(Si-phr 



Tig,K 



B^, et un petit argument de séries formelles montre que log(7) / log(x(7)) 
ne dépend pas du choix de 7. Notamment Vi^y{x) = Vi^y{x) si 
Ik = [r; Sfc]. On en déduit que la valeur commune des V/y(x) appar- 
tient à Djjg(y), et que l'opérateur x 1-^ Vy (x), 011 Vy(x) est la valeur 
commune des V/,y(x), est continu pour la topologie de Fréchet. 
Ensuite, un argument standard montre que si x G Y)lQ{V), alors 

Vy(x) = lim ^^""^ " ^ 



*i xii) - 1 

ce qui fait que, comme (1 — 7)(Ax) = (1 — 7) A • 7(x) + A • (1 — 7)x, 
Vy vérifie Vy(Ax) = V(A)x + AVy(x). C'est donc une connexion 
au-dessus de l'opérateur V : bJ.'*^ ^ — > b!;^ ^. 
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Exemple 5.3. Un calcul facile montre par exemple que Vq^j^^) = td+r 
sur DÎjg(Qp(r)). 

Lemme 5.4. Soit x un élément de Dj-g(y), tel que pour tout n ^ 0, 
on ait x € V'""H9)DÎ^g"(^)- ^^ors x G fD^^iV). 

Preuve. Après le choix d'une base de Djig(^) cela suit immédiatement 
de O. □ 



5.2. Application aux représentations semi-stables 

Un cristal sur Bjjg ^ est un Bjjg ^-module libre muni d'un Frobenius 
et d'une connexion qui commutent, la connexion étant au-dessus de 
V. Commençons par définir ce qu'est un cristal unipotent. On remar- 
quera que cela ne dépend pas de l'éventuelle structure de Frobenius. 
Soit donc M un bJj^ ^-module libre de rang fini d muni d'une con- 
nexion V M au-dessus de V. 

Proposition 5.5. Les propriétés suivantes sont équivalentes: 

1. Vm est triviale sur M ^IorK' c'est-à-dire qu'il existe 

eo,-- - ,ed-i G MO t ^ 

rig,A' 

tels que V uei = et eeiB|^[l/t] = M O t b| 

2. il existe d éléments /o,-- - , fd-i de M qui forment une base de 
M ®Bt bI sur bI et tels que V KiUi) ^ t ■ 

,/o) où (•) dénote le 'B>\-^^ j^-module engendré. 

Preuve. Commençons par montrer que (1) implique (2). L'opérateur 
de monodromie N = 1®N laisse stable le F-espace vectoriel engendré 
par les e^, car le (1) implique que les ei engendrent le noyau de V m 
agissant sur M ®„t bJ ^, et un calcul direct montre que N com- 

mute kV M (car N commute à l'action de Gp) et donc stabilise son 
noyau: on peut alors supposer que N{ei) G (cj-i, • • • , eo) car N est 
nilpotent. On peut écrire de manière unique e^ = X]j=o loê"' ('''")^iî- 
Montrons que fi = do^i est une famille qui satisfait la condition de 
(2). Le fait que VAf(ej) = et N{ei) G (ej-i,-- - ,eo) implique re- 
spectivement que 

VM(do,i) = di i— et di i G ((io,î-i, - - - ,do,o) 

TT 
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ce qui fait que VM(do,i) G t{do,i-i, ■ ■ ■ ,do,o)- Montrons enfin que 
les fi engendrent M (g)„t bJ- sur bJ- Soit m e 

M (8)„t -^rig xllAlî P^^ hypothèse on peut écrire m = 

rig, iîT 

donc m = ^ Aj/j + n • log(7r) oii Aj est le terme constant de et 
comme m € M (g)„t b!- ;>-[l/t] on a nécessairement n = 0. 

Montrons maintenant l'implication réciproque. On va montrer par 
récurrence que l'on peut prendre = Yl]=o fj^ji ^^^^ ^ji ^ -^Lg k 
et au = 1. En rang 1 il n'y a rien à montrer. En rang d, Vm induit 
une connexion sur (©/jBjjg ^)/ /oBj^g ^ qui satisfait les mêmes condi- 
tions et il existe donc e'i, ■ ■ ■ , e'^_^ tels que VM{e'i) = «i/o- Un calcul 
immédiat montre que ai E ^Bj^^^ et donc qu'il existe Pi G bJ^^ ^ tel 
que V(/3î) = aj (par la proposition iÂ, il existe /3î G -^logA" 

= t~^ai). On pose alors eo = /o et = — Pifo, ce qui achève 
la récurrence. La matrice de passage des fi aux est triangulaire 
avec des 1 sur la diagonale et on en déduit que les Cj engendrent bien 
^®Bt b| [l/t]surB| □ 

Un cristal qui satisfait les conditions de la proposition précédente 
est dit unipotent. 

Proposition 5.6. Soit V une représentation p-adique et ^ligiV) le 
cristal qu'on lui a associé. Alors il existe n tel que la restriction de 
V à Gk„ Gst semi-stable (respectivement cristalline) à poids négatifs 

si et seulement si ^l[g{V) est unipotent (respectivement trivial). 

Preuve. On a vu que V est une représentation semi-stable de Gk„ si 
et seulement si 

a une base d'éléments stables par ^k„- Si V est semi-stable, alors 
Vy est donc triviale, c'est-à-dire que si eo, ■ ■ ■ , Cd-i est une base de 
T)st{V), alors ils satisfont le (1) de la proposition précédente en raison 
du théorème de comparaison: 

D,t(F) ®F Bl^^^m = DÎ (F) ^ Bl^^^[l/t] 

o: o rig.K ^ 

Réciproquement si Djig(^) est unipotent, alors les eo,-- - ,ed-i 
engendrent un F-espace vectoriel sur lequel log(7) agit trivialement 
ce qui fait que Fk agit à travers un quotient fini et donc que les Cj 
sont stables par pour n assez grand et forment alors une base de 
Dst(V'n) si Vn est la restriction de ^ à Gj<-„. 
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On dit aussi dans ce cas que la connexion est unipotente. De plus 
V est cristalline si et seulement si on peut choisir les fi tels que 
^ M{fi) = et la connexion est alors triviale. □ 



5.3. Les modules Dsen(V^) et Ddif(y) 



Rappelons que Sen a montré |Q que si V est une représentation p- 
adique, alors l'ensemble des sous-iiToo-espaces vectoriels de dimension 
finie de (Cp (giQp V)^^ stables par Fk admet un plus grand élément 
Dsen(^) et que Cp <^k^ Dsen(V^) = Cp (g)Qp V. De plus si 7 € 
est suffisament proche de 1, alors la série qui définit log(7) converge 
en tant que série d'opérateurs Qp-linéaires de Dsen(^) et l'opérateur 
Oy = log(7)/ log(x(7)) est un opérateur iToo-hnéaire qui ne dépend 
pas de 7. 

D'autre part Fontaine a montré dans |25| que l'ensemble des sous- 
Kooll^]] -modules libres de type fini de (B^j^^Qp V)^'^ stables par Fk 
contient un plus grand élément; nous le noterons Ddif(^) dans cet 
article et on a ®K^[[t\] Djif (V) = V. De plus si 7 G T/^ 

est suffisament proche de 1, alors la série qui définit log(7) converge 
en tant que série d'opérateurs Qp-linéaires de D^.f(l/) et l'opérateur 
Vy = log(7)/ log(x(7)) est un opérateur qui ne dépend pas de 7 et 
qui vérifie Vy(ax) = aS/v{x) + V(a)x ce qui montre que Vy est 
une connexion sur Yi~^:^^{V); on l'étend à Ddif(y) = Koo{{t)) ®k [[t]] 

On peut retrouver (D'g,c^{V) , 0y) à partir de (Ddif(^),Vy) via 
l'application 9 : B^j^ — > Cp comme nous le verrons ci-dessous. Rap- 
pelons 1^] que l'application i„ = ip~^ envoie b]^^" dans i^n[[i]] C B^j^ 
et envoie donc D^'''""(y) dans un sous ^^^[[t]] -module de D^j£(y). 

Proposition 5.7. L'application de Koo((t))^-p,t,rn'D'^'^"(V) dans'DdiîiV) 

déduite de Ln est un isomorphisme de Kc^{{t)) -modules avec connex- 
ion, si n est assez grand. 

Preuve. On prend n ^ no tel que in (Bjf") C Kn[[t]\. Il est clair 
qu'alors 

(Dt'^"(y)) 

est un sous ifoo[[i]]-module libre de type fini de {^'àK^Q.v^)^^ stable 
par Fk- 

Montrons que c'est Djjj(y) pour n » 0. On a une application 

6 : Djjf(y) — > Dgen(^) et Dsen(^) est un ii'oo-espace vectoriel de 
dimension d = dimQp(y). On en déduit une application 

^0.„ :Dt''^"(y) ^Dsen(^) 
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dont le noyau est ^(g)D^''~"(y) par le lemme 5.1 ce qui fait que 



6oLn réalise une injection d'un B|^^"/(/9"'~^(g) module de rang d dans 
Dsen(^) et son image est un ii'n-espace vectoriel Vn de dimension d 
stable par Fk- Un petit calcul montre que des éléments de Vn qui 
sont liés dans Dsen(^) par une relation à coefficients dans K^o, sont 
liés par une relation à coefficients dans Kn-, et donc que l'application 
naturelle de K^o dans Dsen(^) est injective; son image est de 

dimension maximale d, et est donc égale à Dscn(^)- Cela implique 
que le déterminant de l'injection 

n'est pas divisible par t et donc (comme Koo[[i]] est un anneau local 
d'idéal maximal {t)) par le lemme de Nakayama que l'injection ci- 
dessus est en fait un isomorphisme. □ 

Corollaire 5.8. Par extension des scalaires on en déduit que l'application 

Kooiit)) ^Bt^- ^C'iV) ^ Ddif(F) 

déduite de in sst aussi un isomorphisme de Kao{{t)) -modules avec 
connexion, si n est assez grand. 

Grâce à ces calculs on peut retrouver DdR(y) à partir de Yi^V); 



la proposition suivante se trouve dans |2^, prop. 3.25]. 



Proposition 5.9. Si V est une représentation p-adique de Gk, alors 
Koo®K^àK{^) ^st le noyau de la connexion Vy opérant sur D^if (F). 
En particulier, V est de de Rham si et seulement si Vy est la con- 
nexion triviale. 

Preuve. L'action de Vy sur 0^ DdR(T^) est triviale et de plus 
si r S> 0, alors i''iCoo[[^]] 'X'k DdR(l^) est un sous-Koo[M]-module de 
(B^Pj^ (giQp V)^^ libre de type fini et stable par Fx ce qui montre que 
Koo ®K DdR(^) est bien inclus dans le noyau de Vy agissant sur 
Ddif(V^).^ 

La théorie générale des modules à connexion montre que le noyau 
de Vy sur Ddif(F) est un ii'oo-espace vectoriel de dimension finie au 
plus dim;^^((()) (Ddif (y)); il est aussi stable par Fk et provient donc 
par extension des scalaires d'un K„-espace vectoriel stable par F^ 
pour n ^ 0. L'action de F^ sur ce K„-espace vectoriel est discrète 
car l'algèbre de Lie de F^ agit trivialement, puisque Vy = (cf 
chap. V]), et donc quitte à augmenter n l'action de Fk„ est triviale 
et cet espace est donc inclus dans DdR(Ki) = Kn ® DdR(y) oià Vn 
est la restriction à Gk^ de V , ce qui fait que le noyau de la connexion 
agissant sur Ddif(F) est inclus dans K^o ^K^dKiV). On a donc bien 
que Koo ®K DdR(y) est le noyau de Vy sur Ddif(y). □ 
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5.4- Représentations de de Rham 

Soit dy = t~^Vv- L'objet de ce paragraphe est de démontrer le 



théorème suivant, et sa réciproque, la proposition 5.1S: 



Théorème 5.10. Soit V une représentation de de Rham de Gk- On 
suppose que les poids de Hodge-Tate de V sont négatifs. Alors il existe 
un unique sous ^1^^ -module libre de rang d de D|;.g(y) stable par 
dv, NdR(l^). // vérifie de plus les propriétés suivantes: 

1. ^dK^y) €.st stable par iç et par Fk; 

2. si s est assez grand, alors il existe Ng C Djjg(y), libre de rang d, 
stable par dy et Fk, tel que NdR(y) = Ng® -^îig a'- 

On va montrer que NdR(F) = Ng ® B^j^ j^, oii Ng l'ensemble des 

X G Djjg(y), tels que pour tout n ^ no, on ait in{x) G ^^^nil*]] ®K 
D(jR(y). Le module NdR(F) que l'on construit ainsi est l'analogue du 
module N construit par N. Wach dans le cas d'une représentation 



absolument cristalline, ce qui explique la notation. 

La démonstration de ce résultat va nécessiter plusieurs étapes 
intermédiaires, consacrées à la construction d'éléments de 'D\-^^{y). 
Pour l'instant, V est une représentation p-adique quelconque. On 
commence par le cas de la représentation triviale: 

Lemme 5.11. Soient s € R, et n G N, tels que n ^ n(s) ^ n{K), 
et li; G N. Si f{t) G alors il existe /i G tel que in{p) — 

/(t)G™„P]. 



Preuve. On cherche à montrer que (-«(Bj-g^) est dense dans i^n[[t]] 
pour la topologie i-adique. Comme t G bJ-^ j^, il suffit de montrer que 
l'application naturelle t„ : bV^ Kn = Kn[[t]]/{t) est surjective. 
Or, cette application coïncide avec 6 o : bJ-^ ^ > K^i i Ç[ui est 



surjective par le lemme 4.Ë. □ 
Lemme 5.12. Soit tn = p"-t / ip'^-'^ {q) . On a 

9 O Lm{t 

Preuve. Si m = n, alors 



si n ^ m; 
e^^^ — 1 si n = m. 



o.^(t„) = 0(t-) = 0(vri.-)=eW-L 
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Sinon, si m < n 

eo6^(t„)=0(^"-'"-i(7r-^))=O 

et si m > n 

e o iM = e{p^~^-—^^'K^_n+i) = 0, 

vr TTi -Km-n 

puisque e{^) =0. □ 

Soit {ej} une base de Y)\V). On suppose dans la suite que s 
est un réel tel que € D^^''*(y), et que la matrice de (p dans cette 
base a ses coefficients dans ^. Enfin, on suppose aussi que d{'ïïK) 

est inversible dans B^jg^. Bien entendu, toutes ces conditions sont 
vérifiées si s est assez grand. 

Lemme 5.13. Six G T)^:^^{V) eiw G N, alors il existent = no{x,w), 
et Xno G DV(y) tels que: ino{xno) - x ^ t"'D+j(y). 

Preuve. On a vu en |5.7| que si n est assez grand, alors 

KM ®.„(Bt..- ) ^n(DÎ;;'^(y)) = D+f(y). 

Si n vérifie de plus n ^ n{s) , alors comme on a supposé que oj-g"" {V) = 

oj rig,A ^ V rig,K ^ ^ 

On peut donc écrire x = Yli=i *^ '■n(eî) avec G Koo[[i]]- 
Soit nQ=no{x,w) ^ n, tel que pour tout z, G KnoM+^'^-^ooiMl- 
Soit Pno^n = (Pij) G Md(Bj^^"^~"~''') la matrice de (/^'^o"" dans la 
base (si P = Pi est la matrice de on a 

et si p G Md(Bj4^), alors Pn,-n G M^CbJ^"^'"''^)). On a 
î=i 

d d 

i=i j=i 

d 

= ^9i{t) '•no(ei) 

i=l 
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OÙ gi{t) € Knu[t] + t"'i^oo[[i]], comme on le vérifie rapidement. 

Par le lemme ^.11 , il existe G ^, tels que i„o(/Xj) — gi{t) S 
t"'i('oo[[i]]- On peut alors poser x„o = Yl t^i^i- ^ 

On conserve les notations du lemme précédent. 

Proposition 5.14. Si x € D^-j(y), alors pour tout n ^ ng, il existe 
Xn G T>\f^{V) tel que in{xn) - X G t'"D+f(y). 

Preuve. Soit l'élément construit dans le lemme précédent. Il satis- 
fait donc: ino{xnQ)—x G t"'D^j£(y). Notamment, tn('/'"~"'°(a^no))~3; G 

t"'D+f(F). Soit < = (/7'^-"o(x„J, alors x'^ G Dj^^"'"'''(y), et donc 

,t,p"-"Os 



= Y^l^n^i avec G Bjj'^^^ * et Ci G Dj^g(F). Le lemme |5.11 

fournit des /i^ £ ^V^^ tels que in{lJ-n) - l'nifJ'n) ^ i"'^oo[M]- On pose 
alors x„ = X^;U„ei. □ 

On suppose maintenant que la représentation V est de de Rham, 
et que ses poids de Hodge-Tate sont négatifs, ce qui fait qu'il existe 
it; G N tel que 

rD+,(F) C KM ®K DdR(y) C D+f(y) 

Ensuite, il existe ni tel que, si n ^ ni, alors iniJ^lf^iV)) C Kn{{t))®K 
DdR(V^). Soient ri,-- - ,rd une base du K-espace vectoriel DdR(F), 
et no = sup{{no(ri,îi;)}i,ni}. 

Proposition 5.15. Soit Ng l'ensemble des x G Djjg(y), tels que pour 
tout n ^ no, on ait tn(x) G ®k DdR(^)- Alors Ng est un 

^If^ -module libre de rang d, et Vv{Ns) C tNs- 

Preuve. Commençons par remarquer que Ns contient ^"Ti^^'^iV) , en 

particulier il est non- vide, et il contient un sous bJ-^ ^-module libre de 

rang d. Ensuite, il est fermé pour la topologie de Fréchet de Dj-g(l/), 
car in est continu pour tout n ^ ng. Le théorème |4.1C| montre alors 
que Ng est libre de rang d. Il en existe donc une base /i,--- .,fd- 
Pour n ^ no, la famille inUi) forme une base de i^n[[i]] ®K DdR(^): 
en effet, il suffit de vérifier que ini^s) = -f'^nifi]] ®K DdR(^)i c'est 
à dire de montrer que pour tout i, G t„(A^s). La proposition |5.14| , 

appliquée à rj, fournit Si,„ G dV(F), tel que i„(si,„)-rj G t'^Djjf (F). 

y"-i(g) ) ■ lemme 5.12| montre qu'il existe Ui^n € 
Kn[[t]], tel que t„(t,,„) - ((e(i) - l)"" + tui,n)r^ G t'"D+f(F), et que 
si m 7^ n, alors im{ti,n) £ ^^^difO^)- déduit que ti^n £ -^sj et 

donc que G ini^s)- 
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Ensuite, il est clair que Vv(iVs) C Ng, car Vy commute à Ln, 
et -ftr„[[i]] 'S'K DdR(^) est stable par Vy. Soit D = (dij) la matrice 
de la connexion Vy dans la base {fi}. Le fait que Vy(ifn[[t]] (^k 
DdR(^)) C DdR(F), montre que pour tout n ^ no, 

Ln{D) G MdjtKnM), et donc par le lemme ^Jï\, D G Mai^p'"-'^ iq)Blf^^j^) 



Ceci étant valable pour tout n ^ no, le lemme 4.6 montre que D G 
MditBlf^ j^), et donc que Vy(iVs) CtNs. □ 

Montrons maintenant qu'un sous- module de D|^-g(y), dont le rang 
est maximal, et qui est stable par dy, est unique. 

Lemme 5.16. Soient V une représentation de de Rham, dont les 
poids de Hodge-Tate sont négatifs, et Mg un ^-module libre de 

rang d, inclus dans T)lll{V). Si dviMg) C Mg, alors detp.t,s (Mg) = 
rdetgt.. i^lltiV)), oùr;?0. 

Preuve. La représentation det(y) est de de Rham, et donc [^] de la 
forme x~''^ ^ 0) c'est l'opposé de la somme des poids de Hodge- 
Tate de y), où la restriction de u; à /x (l'inertie de Gk) est finie. 

Notamment, il existe une base e de DV(det(y)), telle que l'action 
de Fk sur e est donnée par x~^^' i où oj' est d'ordre fini. On a donc 
7(e) = x~^ (7)e, si 7 est assez proche de 1. Il existe A G B^^, tel 

que det(Ms) = ABj-^^e, et c'est un sous-module de det(Djjg(F)) = 
Dj-g(det(y)) de rang 1, stable par dy. On doit avoir: ôv'(Ae) = aAe, 
avec a G bJ-^ ^ et donc aAe = 9(A)e + A9y(e). Comme 9y(e) = 
—rt~^e, cela montre que t divise A, si r ^ 1. Une récurrence facile, sur 
r, montre qu'il existe G bJ-^ ^, tel que A = f/i. On doit alors avoir 

= (3n, avec j3 G bV j^. Identifions cet anneau avec l'anneau des 
séries en T, holomorphes sur la couronne {z G Cp, a{K,r) ^ \z\p < 
1}. Comme on a supposé que d{'KK) est inversible dans bJj^^, si 

/i(x) = 0, alors {dfi/dT){x) = 0, et par récurrence {d^ n/ dT^){x) = 
pour tout k. Si s'annule quelque part, c'est donc que /x = 0. On en 
conclut que est inversible et donc que det(Ms) = det(Dj-g(y)). 
□ 

Corollaire 5.17. Si et sont deux sous-modules libres de rang 
d de BifgiV), stables par dv, alors Nj = N^. 

Preuve. Le module + vérifie les mêmes hypothèses, et C 
+ N^. Le lemme montre que det(iVi) = det(iVi + ), et 



donc que = +Nj^= N^. □ 
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Preuve (du théorème 5. IL). Le lemme précédent montre que si si ^ 
S2, alors l'inclusion Bjj!^ (g) t,si A^si C Ng^ est en fait un isomor- 

phisme. Posons NdR(y) = bJ. ^ <8)gt,s ^s'- on vient de voir que 
cette définition ne dépend pas du choix de s. De plus, ^[Ns) est un 
sous-module libre de rang d de Djjg*(y), stable par dy, et par unicité 
on a donc ^(Ns) = Npg. Par suite: 

et NdR(F) est donc stable par ip. Il est clair que A'^s, et donc NdR(F), 
est stable par Fk', par construction il est stable par dy- Enfin il n'est 
pas difficile de voir que NdR(V^) détermine Ns, qui est unique, et donc 
NdR(V^) lui-même est unique. □ 



Montrons maintenant la réciproque du théorème 5.10 



Proposition 5.18. Soit V une représentation p-adique de Gk- On 
suppose qu'il existe Ns C Djjg(y), libre de rang d et stable par dy- 
Alors V est de de Rham, et ses poids de Hodge-Tate sont négatifs. 

Preuve. Si n est assez grand, alors M„ = iîr„[[t]l (g) .„t,s .Ln(Ns) est 

un sous Kn[[t]]-module de D+j(y), et M = Koo[[t]] ®K„[[t]] Mn est 
un sous -fCoo[[i]]-iiiodule de D^jf(l/), de rang ^ d. De plus, comme 

FVac(BÎ:^_^) ^^t. ^ = FracCB^:^ ^^t. ^ dJ:^(F), 



M est un Koo[[i]] -module libre de rang d. Il est stable par dy, soit C 
la matrice de dy dans une base de M. Alors l'équation différentielle 
■^A + CA = a une solution A G GL(d, i^oo[[*]]), qui détermine 
une famille libre {rj} de M, telle que dy{ri) = 0. La proposition 
|5l9| montre que V est de de Rham, et comme DdR(F) = ker{Vy) C 
Djjf(l/), c'est que ses poids de Hodge-Tate sont négatifs. □ 



5.5. Monodromie p-adique 

L'objet de ce paragraphe est de démontrer le résultat suivant, connu 
sous le nom de "conjecture de monodromie p-adique". Cette conjec- 
ture, formulée par Fontaine 6.2], est l'analogue pour les représentations 
p-adiques du théorème de monodromie ^-adique de Grothendieck. 

Théorème 5.19. Si V est une représentation p-adique de de Rham, 
alors V est potentiellement semi-stable. 
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Les deux ingrédients principaux pour la démonstration de ce théorème 
sont d'une part la construction de NdR(l^), et d'autre part un profond 
théorème d'Y. André sur la structure des équations différentielles p- 



adiques. Avant de démontrer le théorème 5.1Ë , faisons quelques brefs 
rappels sur les équations différentielles p-adiques, afin de fixer les 
notations et d'énoncer les résultats de [^. 

Supposons dans la suite que k est algébriquement clos. Soit TZp = 
B^jg p l'anneau de Robba à coefficients dans F. Cet anneau est muni 
d'un opérateur de Frobenius (/? et d'une dérivation d, qui proviennent 
tous les deux d'opérateurs définis sur A^. De plus, A^ est un anneau 
de séries formelles en vr, et (/?(vr) = vr^ mod p. Parmi les extensions 
finies de l'anneau de Robba, on s'intéresse à celles qui proviennent 
d'une extension finie séparable de B^,, c'est-à-dire à celles de la forme 
TZk = b!, ^. Elles sont canoniquement munies du Frobenius de 

B^.g^, et de la dérivation qui étend d. Via la théorie du corps de 
normes, on voit que ces extensions sont celles qui proviennent d'une 
extension finie séparable de A;((7r)). 

Un (/7-module M sur TZk est un T^-ii'-module libre de rang fini, muni 
d'une application ip : M ^ M semi-linéaire, telle que ip*{M) = M 
(c'est-à-dire que le T^^-module engendré par ip{M) est égal à M). Une 
équation différentielle p-adique est un T^^-module de présentation 
finie muni d'une connexion Vj\/ : M M®Q^^, ou, ce qui revient au 

même car — TZk^^, d'une application Ôm '■ M M, qui étend 
la dérivation d : TZk TZk donnée sur TZf par df{7r) = {1+Tr)df /dn, 
et qui satisfait la règle de Leibniz. Une équation différentielle p-adique 
M est dite être munie d'une structure de Frobenius, si M est un ip- 
module et si le diagramme suivant est commutatif: 



n 



K 



7^, 



Étant donné que sur TZp, on a 

dx = 



ttÔx dn 
1 + vr vr ' 



cela revient à demander que Ôm o if = pcp o Ôm ■ 

Les équations différentielles p-adiques, munies ou non d'une struc- 
ture de Frobenius, ont été étudiées en détail par Christol et Mebkhout; 



nous renvoyons à |12] pour un survol des résultats et de quelques ap- 
plications. En utilisant ces résultats, André a réussi à démontrer Q le 



théorème 5.20| ci-dessous, lui aussi connu sous le nom de "conjecture 
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de monodromie p-adique" . Signalons que Kedlaya a plus récemment 
obtenu une démonstration de ce même résultat dans [^2[, par des 
méthodes très différentes (plus proches de l'esprit du présent article). 
Enfin Mebkhout a aussi anoncé une démonstration p^ ]. 

Théorème 5.20. Tout module différentiel M de présentation finie 
sur TZk admettant une structure de Frobenius possède une base de 
solutions dans T^'pogvr] où TZ' est l'extension finie étale de TZk issue 
d'une extension finie séparable convenable de kK{{T^K)), c'est-à-dire 
que M possède une base de solutions dans 7^L[log7r], pour une exten- 
sion finie L de K . 

On est maintenant en mesure de démontrer le théorème |5.19| . 



Preuve (du théorème 5.1£ ). Soit V une représentation p-adique de 
Gk qui est de de Rham. On cherche à montrer que V est potentielle- 
ment semi-stable, et on peut supposer que 

1. les poids de Hodge-Tate de V sont négatifs, en effet V est poten- 
tiellement semi-stable si et seulement si V{—r) l'est pour r € Z; 

2. k est algébriquement clos, car V est de Rham ou potentiellement 
semi-stable si et seulement si sa restriction à l'inertie l'est (voir 



|23, 5.1.5] pour une démonstration de cela dans le cas semi-stable. 
Dans les autres cas, la démonstration est complètement identique). 

On peut alors associer à F le module NdR(F), qui est une équation 
différentielle p-adique munie d'une structure de Frobenius. Le seul 
point à vérifier est que (/?*(NdR(y)) = NdR(y). Mais v'*(NdR(V')) 
est un sous- module libre de rang d de Dj;g(F) qui est stable par dy- 



par le théorème p.lO| , un tel objet est nécessairement égal à NdR(F). 

Par le théorème d'André, et la remarque qui le suit, il existe une 
extension finie L/K telle que (NdR(y) (g)„t ^Ior l)^^^^ 

L n ^"'"-espace vectoriel de dimension d. Comme l'algèbre de Lie de 
Fl agit trivialement sur celui-ci, il existe un sous groupe ouvert de F^ 
qui agit trvialement dessus |^, chap V], et donc quitte à remplacer 
L par L(e^")), avec n S> 0, on peut supposer que Fl agit trivialement 
sur (NdR(F) b[ J^^=o. Comme N^V) L ^ 

Y)1^^{Vl), où Vl est V vue comme représentation de Gl, on en déduit 

que Y)1^^{Vl)^^ est un L D F"'^-espace vectoriel de dimension d. Par 
le théorème Vl est semi-stable. Ceci implique que V est poten- 
tiellement semi-stable. □ 



5.6. Représentations Cp- admissibles 



Pour illustrer les méthodes que nous avons développées, nous don- 
nons dans ce paragraphe une nouvelle démonstration d'un théorème 
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de Sen sur les représentations Cp-admissibles: ce sont celles dont la 
restriction à l'inertie est potentiellement triviale. 

Tout d'abord, la théorie de Sen permet de caractériser facilement 
les représentations Cp-admissibles en termes de l'opérateur Oy- 

Proposition 5.21. Si V est une représentation p-adique, alors V est 
Cp-admissible si et seulement si Oy = 0. 

Preuve. Si V est Cp-admissible, alors on a (Cp ®cij, V)^^ = K^o ®K 
(Cp (8)Qp V)'^'^ , il contient le JCoo-espace vectoriel Koo {Cp (8)Qp 
y)*^^, qui est stable par Fk et de dimension d: c'est donc Dsen(V')- 
L'action de Vy est bien triviale sur cet espace. 

Réciproquement, si Dsen(^) est muni de la connexion triviale, 
alors l'action de Fk est discrète sur (Cp (8>Qp y)^^, et par Hilbert 
90, V est Cp-admissible. □ 



La proposition suivante est due à Sen [42| et est un cas partic- 
ulier de résultats assez généraux sur la caractérisation de l'algèbre de 
Lie de l'image de Ik pour une représentation p-adique en terme de 
l'opérateur 0y: 

Proposition 5.22. Soit V une représentation p-adique Cp-admissible. 
Alors la restriction de V à Ik Gst potentiellement triviale. 

Le but de ce paragraphe est de donner une démonstration de cette 
proposition qui repose sur la théorie des équations différentielles p- 
adiques. Comme on ne s'intéresse qu'à la restriction de ^ à Ik, on 
suppose dans tout ce paragraphe que k est algébriquement clos. Soient 

X '^K , ( d-ÏÏK \ T^K 

ce qui fait que àT^j^{f{T:K)) = di^^K) où g{X) = X ■ df/dX. Nous 
aurons besoin du résultat suivant de Tsuzuki [|^, 5.1.1]: 

Théorème 5.23. Si k est algébriquement clos, et si on se donne deux 
matrices A G GL(d, b|^) et C € M{d, B^j^), telles que ô-„j^A + AC = 
fi(p{C)A, telles que le {ip,d)-module correspondant M est étale, alors 

il existe une extension finie L/K, et une matrice Y G GL(d, B^), 
telle que ô^j^Y + YC = etY = ip{Y)A. 

En d'autres termes, les F -isocristaux de pente nulle sont poten- 
tiellement triviaux. 

On utilise ce théorème pour montrer le résultat suivant: 

Lemme 5.24. Soit ô : b|^. ^ b|^. défini par d{x) = {1 + -k)^. SiV 

est une représentation p-adique de Gk dy '■ D^(y) D^(y) est 

un opérateur différentiel au-dessus de (B^, d) tel que dv°y^ = p^pody. 
Alors le sous- groupe d'inertie de Hk agit à travers un quotient fini 
sur V. 
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Preuve. Soient A la matrice de ip et C = M.aX{dv)- La relation 

de commutation entre ip et dy se traduit par 5-,jj^A + AC = np{C)A. 
On peut donc appliquer le théorème de Tsuzuki, et en déduire qu'il 
existe L/K finie telle que (g)gt D^(V^) est trivial: la matrice Y 

nous donne une base {yi}i de bJ;^ (gi^t ^HV), telle que (p{yi) = m 

ce qui fait que la restriction de F à Hl est triviale et donc que la 
restriction de V (comme représentation de Gk) à l'inertie de Hk est 
potentiellement triviale. □ 

Lemme 5.25. Sila connexionVv deY>\-^^(y) vérifie V y (^li^iY)) C 
iDjig(F), alors l'opérateur dy = r^Vy vérifie dv{Ti\V)) C Dt(F). 

Preuve. Soit ei, . . . , une base de D^(y) sur bJ^, telle que la ma- 
trice de ip vérifie Q = Mat((/?) G GLd(A|^). C'est aussi une base de 
Djjg(l^) sur Btg^^,. Soit D = Mat(9y) G M^(Btg_^). On remarquera 

que dQ G M^(B^) puisqvie d préserve b|^. Le fait que Vy ei >p com- 
mutent montre que p(p{D)Q = dQ + QD. Soit H = D + Q~^dQ. 
L'équation précédente s'écrit alors 

H-pQ-^<p{H)Q = -pQ-^ip{Q-^d{Q))Q 

et -pQ-^ip{Q-^d{Q))Q G Md(Btg_^). Le résultat que l'on cherche à 
établir est que H et donc D a ses coefficients dans bJ^. Il suffit donc de 
montrer le fait suivant: si iî G Mrf(Bj-g ^) vérifie H — pQ~^(p{H)Q = 

R G Md(B^), alors en fait H G Md(B^), ce que nous faisons main- 
tenant. Soient | • |/ les normes correspondant aux valuations Vi; on 
les étend à M(i(B]^) en décidant que |M|/ = sup \mij\i. Un élément 
X de bV^ est dans bJ^^ si et seulement si la suite des \x\i (avec 
/ C [r; +00 [) est bornée, et il en est donc de même pour les matrices 
à coefficients dans ces anneaux. Comme Q G GL(i(Aj^), on a pour 
toute matrice M, \Q-'^M\i = \MQ\i = \M\i. Fixons r tel que Q 
et G GLd(At.'-,K), et i? G M/(Bt'^X). Soit h = [p''r;p^+^r]. 
Dans notre cas H-pQ-^(p{H)Q = iî et il existe une constante C telle 
que pour tout /, on ait: \R\j ^ C. Comme on a iî = R+pQ~^ip{H)Q, 
alors pour 1: 

|ii|/, ^ sup(C,p-i|iî|/,_J ^ • • • ^ sup(C,p-^|ii|7„) 

ce qui fait que |ii|/;, ^ sup(C, |ii|/o), pour tout h, et donc que H G 
Md(B|,). □ 
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Lemme 5.26. La connexion Oy sur Dscn(^) est triviale si et seule- 
ment si Vy(Dt(y)) c t ■ Djig(y). 

Preuve. Si Vv(Dt(F)) ct-nl-^iV), alors comme (Dsen(^), ©y) est 
l'image par 6» o i„ de (DlQ'iV), Vy), c'est que Oy = 0. 
Réciproquement si Oy = 0, alors pour tout n ^ on a 

VyÇD^'^-iV)) c ker(0 o : T)IQ-{V) ^ Cp V) 



par le lemme pJ^, et le lemme 5.4 permet de conclure. □ 



Preuve (de la proposition 5.2^ ). Comme on s'intéresse à la restric- 



tion de y à l'inertie, on peut supposer que le corps résiduel k de 
K est algébriquement clos, ce que l'on fait maintenant. On a vu 
qu'une représentation V est Cp-admissible si et seulement si le mod- 
ule Dsen(l^) qui lui est associé par la théorie de Sen est muni de la 
connexion triviale et on a montré que cette connexion est l'image par 



9 de celle qui existe sur DJ"jj(y). Le lemme 5.26 montre que dans ce 

cas Vy(Dt(y)) c t ■ DÎig(y). 



Le lemme ^.25 montre alors que t ^Vy est une connexion surcon- 



vergente sur DT(y). Le lemme ^.24 montre ensuite qu'il existe une 



extension finie L/K telle que l'action de Hl sur V est triviale sur V. 
Comme Vy = tdy = 0, l'action de est finie, ce qui fait qu'il existe 
n ^ tel que Gl„ agit trivialement sur V, et donc que la restriction 
de V k Ik est potentiellement triviale. □ 



Remarque 5.27. Une représentation Cp-admissible V est de de Rham, 

( 



et on a NdR(F) = dJ- (y) dans ce cas particulier. 



Remarque 5.28. En fait, le théorème de Sen implique le théorème de 
Tsuzuki (et lui est donc équivalent). Indiquons brièvement de quoi il 
s'agit: si est un isocristal de pente nulle, on peut "exponentier" 
la connexion pour construire une matrice que l'on utilise pour faire 
agir un sous-groupe ouvert de Fk- Le fait que (p est de pente nulle 
assure que cette matrice est surconvergente. On a donc construit un 
((^, Ii^)-module étale, c'est-à-dire une représentation p-adique V. Il 
n'est pas dur de montrer que V est Cp-admissible, et d'en conclure, 
via le théorème de Sen, que V , et donc A^, devient trivial après une 
extension finie. 
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6. Extensions de représentations semi-stables 

Dans ce chapitre, on utilise le théorème de monodromie p-adique, 
pour montrer que si E est une représentation de de Rham qui est 
une extension de deux représentations semi-stables, alors E est semi- 
stable. On va montrer que: 

1. Toute représentation ordinaire de Gk est semi-stable; 

2. une extension de deux représentations semi-stables qui est de de 
Rham est elle-même semi-stable; 

3. si V est une représentation semi-stable dont les poids de Hodge- 
Tate sont tous ^ 2, alors exp|/ : DdR(F) —> H^{K,V) est un 
isomorphisme. 

Ces trois résultats étaient connus dans le cas d'un corps résiduel fini, 
oii on peut les déduire de calculs de dimension de groupes de coho- 
mologie galoisienne (ce qui n'est plus possible si le corps résiduel n'est 
pas fini). Le (1) avait été démontré dans ce cas là par Perrin-Riou 
1^,^,^ comme corollaire des calculs de Bloch et Kato le (2) 
par Hyodo [^,^, et le (3) par Bloch et Kato. 

Remarque 6.1. Dans une version antérieure de cet article, on utilisait 
le calcul de la cohomologie galoisienne via les /i<')-modules pour 
démontrer ces résultats. 



6.1. Extensions de représentations semi-stables 

L'objet de ce paragraphe est de montrer le théorème suivant: 

Théorème 6.2. Si E est une représentation de de Rham, qui est 
une extension de W par V , oùV etW sont semi-stables, alors E est 
semi-stable. 

et son corollaire: 

Corollaire 6.3. Toute représentation ordinaire de Gk est semi-stable. 



Commençons par montrer la proposition 6.2; par le théorème 5.19 
il suffit de montrer le lemm^ suivant: 

Lemme 6.4. Si E est une représentation potentiellement semi-stable 
de Gk, qui est une extension de W par V, où V et W sont deux 
représentations semi-stables de Gk, alors E est semi-stable. 

Preuve. Soit L une extension finie de K, telle que la restriction de 
E à Gl est semi-stable. Soit D^(-) = (Bgt ■)^^- On a une suite 
exacte: 

^ Dii(F) ^ D^t(^) - ^ 0, 



Je remercie le référée de m'avoir signalé ce lemme et sa démonstration. 
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et en prenant les invariants par G8l{L/K), on en déduit: 

^ Dst(y) ^ Dst(^) ^ Dst(Ty) ^ H\Ged{L/K),n^,iV)). 
Pour des raisons de dimension, il suffit de montrer que 

hHg^i{l/k),u^,{v)) = o, 

ce qui résulte du fait que D^t(y) est un Qp -espace vectoriel, et donc 
en particulier que #Gal(L//C) y est inversible. □ 



Pour montrer le corollaire |6.3| , on va tout d'abord montrer le 
lemme suivant; si V est une représentation de de Rham, Hg{K,V) 
est l'ensemble des classes d'extensions qui sont de de Rham. 

Lemme 6.5. Si V est une représentation de de Rham dont les poids 
de Hodge-Tate sont tous ^ 1, alors H^{K,V) = Hl{K,V). 

Preuve. Soit E une extension de Qp par V: il suffit de montrer que 
E est de de Rham. L'hypothèse sur les poids de Hodge-Tate de V im- 
plique que H^{K, B^j^ (8)Qp V) = (ceci suit de la décomposition de 
Hodge-Tate de V"(g)Qp(eCp(i)), du théorème de Tate: H^{K, Cp{j)) = 

si j 7^ 0, et des suites exactes t*+^Bjj^ ^^^dR ~^ ^p(0 ~^ 
que l'on utilise pour i ^ 0). 

On a donc un morceau de suite exacte (B^^®q^E)'^'^ (Bjp^)'^^ - 
iïi(if,B+^ (g)Qp V) = 0, ce qui fait que 1 G (B+^)'^^f = K se relève 
en un élément de (B^j^C^Q^iï^)'^^, qui n'est pas dans (Bjj^(8>Qp F)*^^ . 
On en déduit immédiatement que la dimension de (B^j^ ®Qp E)^'"^ 
est la bonne, et donc que E est de de Rham. □ 



Preuve (du corollaire \6.!^ ). Rappelons [|37|, 1.1] qu'une représentation 
V est ordinaire, s'il existe une filtration Fil* V de V , décroissante 
exhaustive et séparée, par des sous-espaces Fil* V stables par Gk-, et 
telle que le groupe d'inertie Ik agit sur Fil* y/FiP"'"^ V par x*- 

Une récurrence immédiate sur la longueur de la filtration montre 
que qu'une représentation ordinaire est de de Rham, et comme elle est 
extension successive de représentations semi-stables (par hypothèse 
de récurrence), elle est elle-même semi-stable. □ 



6.2. exponentielle de Bloch-Kato 

Dans ce paragraphe, V est une représentation semi-stable. Rappelons 
que les anneaux B^ax et BdR sont reliés par la suite exacte fonda- 



mentale (cf H, HL5] et 13 

^ Qp ^ ^tZl ^ BdR/B+, ^ 
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En tensorisant avec V et en prenant les invariants par Gk on obtient 
un début de suite exacte longue: 

^ ^ Deris(F)^=^ ^ ((BdR/B+^) Vf'< 

Soit Hl{K,V) = kei{H\K,V) ^ H^{K,B'^l F)). On déduit 
de la suite exacte ci-dessus une application de DdR(F) dans Hl[K, V) 
appelée exponentielle de Bloch-Kato, et notée expy. D'autre part 
comme V est de de Rham on a 

((BdR/B+,) Vf'< = DdR(y)/FilODdR(F) 

et g, lemma 3.8.1] 1' image de expy est Hl{K, V) tout entier. Dans le 
cas oii k est fini des calculs de dimension montrent que si r 0, alors 
Hl{K,V{r)) = H\K,V{r)) et donc que expy(,) : DdR(y(r)) ^ 

H^{K, V{r)) est un isomorphisme (on remarquera que si r ^ 0, alors 
Fil''DdR(y) = {0}). Le but de ce paragraphe est de montrer, sans 
condition sur k, que si tous les poids de Hodge-Tate de V sont ^ 2, 
alors expy : DdR(F) — > H^{K, V) est un isomorphisme. 

Lemme 6.6. Si V est une représentation semi-stable telle que 1 — (/? : 
Dst(l^) ^ D,t(F) est surjectif etT>,t{VY=^''' = 0, alors Hl{K,V) = 
Hl{K,V). 

Preuve. Soit c S Hg{K,V) et E l'extension de Qp par V qui cor- 
respond à c. Le théorème ^]2| montre qu'il existe x S Bgt ®q,p V 
tel que c{g) = {g — l)x. Comme c{g) € F on a (99 — l)c{g) = et 
donc ip{x) — X G (Bst V)'^^ . Il existe donc y G T)st{V) tel que 
fiu) ~ y = ^{x) — X ce qui revient à ip{x — y) = x — y et quitte à 
remplacer x par x — y on peut donc supposer que x G B^^~^ (giq^ V. 
Comme N commute à Gk on a N{c{g)) = = {g — l){N{x)) et 
donc N{x) G Dst(F). De plus comme x G B^^~^ (gjQ^^ F on doit avoir 
N{x) G Y)st{y)^^^^^ = et donc x G Bmâx V ce qui montre que 
cig)€Hl{K,V). □ 

Lemme 6.7. Si V a tous ses poids de Hodge-Tate ^ 2, a/ors V sat- 
isfait les conditions du lemme précédent. 

Preuve. Rappelons que le Frobenius ip sur Dst(l^) est bijectif. De 
plus, si W est une représentation semi-stable dont les poids de Hodge- 
Tate sont positifs, alors il existe un réseau M\y de Dst(VF) tel que 
M\Y c if{M\Y) (c'est le dual de l'assertion que si X est semi-stable 
positive, il existe un réseau de Dst(X) stable par ip). En tordant, on 
voit donc qu'il existe un réseau M de Dst(T^), tel que if~^{M) C p'^M. 
Il est alors évident que 1 — 99 = —(p{l — (p~^) est surjectif, et que 



Représentations p-adiques et équations différentielles 



65 



Théorème 6.8. Si V est une représentation semi-stable de Gk, dont 
les poids de Hodge-Tate sont ^ 2, alors V exponentielle de Bloch-Kato 
expy : DdR{V) H^{K,V) est un isomorphisme. 

Preuve. Les deux lemmes précédents, et le lemme |6.5| , montrent que 
l'on a 

H\K, V) = HliK, V) = Hl{K, V) 

et expy est donc surjective. D'autre part, on a Fil° DdR(y) = {0}, ce 
qui montre que expy est injective. C'est donc un isomorphisme. □ 



66 



Laurent Berger 



Diagramme des anneaux de périodes 



Le diagramme ci-dessous récapitule les relations entre les différents 

anneaux de périodes. Les flèches qui se terminent par ^ sont 

surjectives, la flèche en pointillés ■> est une limite inductive 

de morphismes définis sur des sous-anneaux (i„ : Bj^^" -^dR)' 
toutes les autres sont injectives. 




Tous les anneaux qui ont des tildes ( ) ont aussi des versions sans 
tilde: on passe de cette dernière à la version avec tilde en rendant 

Frobenius inversible, et en complétant. Par exemple, E est le complété 
de la perfection de E. 

Les trois anneaux de la colonne de gauche (du moins leurs versions 
sans tildes) sont reliés à la théorie des {(p, /x)-iiiodules. Les trois 
anneaux de la colonne de droite sont reliés à la théorie de Hodge di- 
adique. Pour faire le lien entre ces deux théories, on passe d'un côté 
à un autre via tous les anneaux intermédiaires. La situation idéale 
est quand on peut se placer dans la colonne du milieu (par exemple, 
de haut en bas: les représentations semi-stables, cristallines, ou de 
hauteur finie). 

Récapitulons les différents anneaux de séries formelles qui inter- 
viennent; soit C[r; 1[ la couronne {z G Cp, p"^!"^ ^ \z\p < 1}. On a 
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alors: 



E+ = k[[T]] 

A+ = Of[[T]] 

B+ = F Of[[T]] 

Ef = HiT)) 

Af = [[rîjjr-i] 



Ap = {séries de Laurent f{T), qui convergent sur C[r; 1[, 

et y sont bornées par 1} 

Bp*" = {séries de Laurent f(T), qui convergent sur C[r; 1[, 
et y sont bornées} 

■^ri'sF ~ {séries de Laurent f{T), qui convergent sur C[r; 1[} 



B+g^^ = {/(T) G F[[T]], f{T) converge sur le disque ouvert L>[0; 1[} 




BÎ-:^[log(T)] 



B+ 
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